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Chapitre XVIII : Des fraétions continues

Le dernier chapitre (chapitre XVIII) du premier tome de son Introductio in analyfin infinitorum, Euler
I’a intitulé De fraétionibus continuis. Pour la premiere fois dans I’histoire des mathématiques et ce, dans le
cadre d’un manuel mathématique, on expose une approche analytique élémentaire aux fractions continues
et a certaines de leurs propriétés. En introduction, Euler entrevoit lucidement que les fractions continues
seront un apport important en analyse infinitésimale :

§356. Apreés avoir traité affez au long dans les Chapitres précédents des [éries infinies, & des pro-
duits compofés de facteurs infinis, il convient de dire un mot d’une troifieme efpece de formules in-
finies, que donnent les divifions ou fractions continues. Car quoique cette partie ait été peu cultivée
jufqu’a préfent, je ne doute pas que I'ufage n'en devienne trés-grand dans U'analyfe infinitéfimale.
Quelques effais que j'en ai faits m’autorifent a le croire. Cette théorie ne laiffera pas d’étre parti-
culierement d’un affez grand fecours pour IArithmétique & I’Algebre ordinaire; c’eft ce que je me
propofe d’expofer & d’expliquer en peu de mots dans ce Chapitre.

L. Euler — Introductio in analyfin infinitorum (Laufanne 1748)
§356 a la page 277 dans la traduction frangaise de J.B. Labey

Dans ce chapitre, Euler introduit le lecteur aux fractions continues. Donnant d’abord la définition d’une

fraction continue simple et généralisée, laquelle fraction continue pourrait étre finie ou étre prolongée
a Pinfini.

§357. I'appelle fraction continue une fraction dont le dénominateur eft compofé d’un nombre entier
joint a une fraction, qui a elle-méme pour dénominateur un entier & une fration formée de la
méme maniere que les précédentes, ainfi de fuite, foit qu’il y ait un nombre infini de fractions, foit
qu’il n’y en ait qu'un nombre fini.

Telles font les expreffions [uivantes :
a—+-— 1 ou a+-2— 6

b+— b+
c+

ﬂlei 1 d—+ e
S+ &c. f+&ec.

Article §358. Apreés avoir ainfi donné la forme des fractions continues, voyons d’abord comment on
peut obtenir leur valeur fous la forme ordinaire. Pour faciliter cette recherche, allons, par degrés, &
interrompons la [uite : d’abord a la premiere, enfuite d la feconde, puis a la troifieme fraction; cela pofé,
il eft clair qu’on aura

a =a
o __ab+1
b b
P __abc+a—+c
b+ bc+1
¢ abcd +ab+ad +cd + 1
a—+-— =
b+— bcd+b—+d
C+7
P __abcde+abe+ade—+cde+abc+a—+c—+e
b+ 1 bede+be—+de—+be—+1
c+—
d—+—
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A T’article §359. Euler donne une disposition des numérateurs partiels pour mettre en évidence la ma-
niere dont chaque fraction partielle peut-€tre déduite systématiquement des précédentes.

Quoique dans ces fractions ordinaires, on ne reconnoiffe pas facilement la loi fuivant laquelle le nu-
mérateur & le dénominateur font compofés des lettres a,b,c,d, &c. cependant, avec un peu d’attention,
on pourra découvrir comment chaque fraction dérive des précédentes. En effet, chaque numérateur eft la
Jomme du dernier numérateur multiplié par une nouvelle lettre & de 'avant-dernier numérateur [imple;
& la méme loi [‘obferve pour les dénominateurs. Ayant donc écrit par ordre les lettres a,b,c,d, &c. on
en formera facilement les frations, de cette maniere :

a b c d e
1., a. ab—+1. abc+a—+c. abcd—+ab—+ad—+cd—+1
o’ 1° b bc+1 bed +b—+d

Chaque numérateur [e trouve en multipliant le dernier par la lettre qui eft écrite au-def[us de celui-
ci, & en ajoutant au produit de 'avant-dernier. Il en eft de méme des dénominateurs; mais pour qu’il
n’y ait pas d’interruption dans la loi, j'ai écrit a la téte la fraction %, qui, quoiqu’elle ne dérive pas de
la fraction continue, eft propre pourtant a rendre plus [enfible la loi de la progreffion. Au refte, chaque
fraction exprime la valeur de la fraltion continue en fuppofant qu’elle ait été continuée inclufivement
jufqu’a la lettre écrite au-deffus du terme qui précéde.

Cette «loi » de la progression énoncée par Euler de maniere heuristique, ¢’est exactement la récurrence
donnée par la PROPOSITION 3 de la page 62 pour obtenir la k° réduite d’une fraction continue simple. C’est

A T’article §360., Euler poursuit avec les réduites d’une fraction continue généralisée :

On obtiendra [emblablement pour Uautre formule des fraétions continues, [avoir :

les réfultats [uivants, [elon le nombre de termes qu’on prendra, (L’ auteur a ajouté une réduite supplémen-
taire aux quatre réduites données dans son texte par Euler.)

a = a
o ab+a
a _— =
T b
a4 __ abc+6a+oac
b+ b bc+6
c
P _ abcd+bad+acd+yab+ay
b+, bed—+6d+yb
C—|—d—
a4 _ abcde+dabc +yabe+b6ade+ocde+65a+adc+aye
b+ 6 y bede+bcd+bey+6de+68
c+—— 5
d—+ e &c.
Chacune de ces fraltions [e trouvera au moyen des deux précédentes, comme on le voit ici :
a b c d e
1. a. ab+a. abctoac—+6a. abcdtacd—+bad—tyab—+oay
o’ 1° b bc—+6 > bed +6d +vyb
a 6 Y 1) €
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A I’article §361., Euler énonce la récurrence pour la formation de ces fractions (réduites) : Pour former
ces fraltions, écrivez au-deffus les indices a,b,c,d, &c. écrivez encore la premiere fration %, & la feconde
15 vous aurez alors chacune des [uivantes en multipliant le numérateur de la derniére par I'indice fupé-
rieur, & celui de I'avant-derniére par I'indice inférieur correfpondant; la fomme de ces produits fera le
numérateur de la fraétion demandée. De méme le dénominateur fera formé du produit du dénominateur
précédent par Uindice [upérieur, & de celui de 'avant-dernier par l'indice inférieur; & chaque fraétion
trouvée de cette maniere donnera la valeur de la fraction continue, en fuppofant qu’on l'ait continuée
inclufivement jufqu’au dénominateur qui eft écrit au-deffus de la fraétion précédente.

La regle progressive d’obtention des réduites a déja été énoncée antérieurement par Euler dans
son mémoire De fractionibus continuis differtation. Nous allons considérer plus loin dans le
texte les 35 articles de ce mémoire et c’est a ’article §7. que nous allons transposer cette regle
d’obtention des réduites d’une fraction continue généralisée en une procédure Maple que nous

> FCG:=[a, [1,b],[1,c],[1,d],[1,e],[1,£]1]:
FCG=Fcg (FCG,5) ;

[a,[l,b],[l,c],[1,d}7[l,e],[l,f]]:a+—l
b+ i
c+d i
aF +1
e+ —
f
> seq(print (Fcg(FCG,k)=normal (value(Fcg(FCG,k)))) ,k=0..4);
a=a
i 1 ab+1
T p
N 1 abc+a+c
a =
1 X
b bc+1
c
n 1 abced 4+ ab+ad + cd + 1
a =
1
b ] bed+b+d
C+g
N 1 7abcde+abc+abe+ade+cde+a+c—|—e
“ b 1 B bede +be+be+de+ 1
t—1
d+—
e
> FCG:=[a, [alpha,b], [beta,c], [gamma,d], [delta,e], [varepsilon,f]]:
FCG=Fcg(FCG,5) ;
o
la,[e, ], B¢, [v.d],[6,e],[e, f]| =a+
b ﬁ
_’_7
. Y
ct—
d+7g
e+

f
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> seq(print (Fcg(FCG,k)=normal (value (Fcg(FCG,k)))) ,k=0..4);

a=a
+oc7ab+a
T
o abc+apP + oc
BT hetp
b+= ‘
c
i o _abcd +aby+afd+ acd + oy
“ B bed +by+ Bd
b+ —
c—&—z
d
n o abcde +abcd + abey+ afde + acde+af 0 + ocd + aey
a =
bt B bede +bed +bey+ Bde+ 6
L-‘FL(S
d+-

A T’article §362., Euler expose certaines caractéristiques intrinséques des fractions continues finies et
infinies. Dans le cas d’une fraction continue finie, la derniere réduite est la vraie valeur de la fration
continue tandis que les réduites précédentes approcheront de plus en plus cette valeur et donneront par
conféquent une approximation trés-fuffifante. Euler explique clairement que ces approximations succes-
sives se font par exces et par défaut quand méme la fraction continue [erait prolongée a 'infinie.

Donc, [i l'on pour(uit la formation de ces fraltions jufqu’a ce que la fraction continue ne fourniffe
plus d’indices, la derniere fraction, qu’on obtiendra, donnera la vraie valeur de la fraction continue.
Les fraltions précédentes approcheront de plus en plus cette valeur, & donneront par conféquent une
approximation trés-fuffifante. En effet, fuppofons la vraie valeur de la fration continue :

a—!—a—gi eft =x

1l eft évident que la premiere fraction 7 eft plus grande que x (pour Euler, % est I'infini); mais la feconde
¢ Jera plus petite; la troifieme a—+ 9 [era de nouveau plus grande, & la quatrieme plus petite; ainfi,
ces fractions [eront alternativement plus grandes & plus petites que x. Au refte, il eft clair que chaque
fraction approche plus pres la vraie valeur de x, qu’aucune des précédentes; d'ou il fuit qu'on peut,
de cette maniere, avoir facilement & promptement la valeur approchée de x, quand méme la fraction
continue ferait prolongée a U'infini, pourvu que les numérateurs «,6,7, 8, &c, ne croiffent pas trop ; mais
[i tous les numérateurs égalent 'unité, 'approximation ne peut manquer d’avoir lieu.

Conversion d’une fraction continue généralisée en série alternée

Aux articles §363. et §364., Euler déduit facilement une maniere de s’y prendre pour convertir une
fraction continue en une férie dont les termes ont alternativement des fignes + & — lorfque le premier
a mangque.

Pour faire mieux reffentir comment on approche de la vraie valeur de la fraétion continue, prenons
les différences des fractions trouvées ci-deffus. D’abord, en négligeant la premiere 3, la différence entre la

Jeconde & la troifieme = ¢ ; la quatrieme fouftraite de la troifieme donne pour refte (différence) b(b:xij—é)’
& la quatrieme fouftraite de la cinquieme donne aby &c. Ainfila valeur de la fraétion

(be <=6)(bed +6d =+ yb)’
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continue fera repréfentée par une fuite de la forme ordinaire, de maniere que x =a—+ 5 — b(bcaij—g) -+
aby . . . . .y . . . _
(bc 56 (bed ~6d = 75) &c. férie qui fera limitée, toutes les fois que la fraltion continue ne fe prolon

gera pas a l'infini. Nous avons donc un moyen de convertir une fraétion continue en une [érie, dont les
termes ont alternativement les [ignes + & — lor[que le premier a manque.

( M
En effet, foit
a
a—+——
b+,
c+ S
d'*““f £
f+&ec.
on aura, par ce qui précede
y—a+ ¥ 96 aby — abyd +&c
b b(bc+6) = (bc+6)(bcd +6d +1yb)  (bcd +6d +yb) (bede +bde + ybe + Sbc +65) '
- J

D’ou il [uit que [i les numérateurs o, 6,7y, § &c. ne croiffent pas, fi, par exemple, ils font égaux a
l'unité, & que les dénominateurs a,b,c,d,&c.. foient des nombres entiers quelconques pofitifs, la valeur
de la fraltion continue fera donnée par une [érie trés-convergente.

Chaque terme de rang k£ > 2 de la série est obtenu en soustrayant la réduite d’ordre k a la réduite d’ordre
k — 1. Le premier argument est la fraction continue en notation de Pringsheim. Le second argument est le
nombre de fractions partielles de la fraction continue a convertir. Si ce nombre est supérieur au nombre total
de fractions partielles de la fraction continue, un message d’erreur s’affichera :

> FcgVersSérie:=proc(L::list,n: :posint)
local i,k,S,Signe,Termes;
Termes:=[(op(1,L),seq(normal (value(Fcg(L,k))-value(Fcg(L,k-1))) ,k=1..nops(L)-1))];
S:= map(" %+ ,op(1l..n+1,Termes));
ifelse(op(1,8)=0,subs(op(1,8)=NULL,S),S);
end proc:

> F:=[0, [alpha,b], [beta,c], [gamma,d], [delta,e], [varepsilon,f]]:
x=Fcg(F,5);
x=FcgVersSérie(F,5);
F:='F':

o op oy ayps
x=—— + —

b (bc+P)b (bed+by+Bd)(bc+P) (bede+bed +bey+ Bde+ BO) (bed + by+ Bd)

ayBoe
bedef 4 bede +bed f +befy+ Bdef +bye+ Bde + BOf) (bede+bed + bey+ Bde+ BO)

T

Note : Dans la fenétre Maple précédente, nous avons ajouté un cinquieme terme au développement qu’a
donné Euler dans son Introductio a la page 300 de la version latine.

Exemple numérique pour illustrer cette procédure :
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> FCG:=[0,[1,1],[1,1],seq([k"2,1] ,k=2..8)];
Fcg(FCG,9)=FcgVersSérie(FCG,9) ;

value (%) ;
1 :]_1+£_£+£_,+,_,+,
1 1 2 3 45 6 7 8 9
+ 4
1+ 9
1+ 16
1+ 75
14+ 36
1#*“4‘4‘1§4*
I+ &
I+
1879 1879
2520 2520

Pour que le lecteur puisse mieux entrevoir la régle de la formation des termes d’une telle série, no-

procédure nous sera tres utile pour détailler ultérieurement plusieurs développements d’Euler.

Conversion d’une série alternée en fraction continue généralisée

Ayant mis en évidence qu’il est possible de transformer une fraction continue en série, Euler s’intéresse
ensuite a la réciprocité (a I’article §365. et les suivants) : soit la maniere de s’y prendre pour changer une
série alternée en fraction continue.

x—=A—B+C—D—+E—F—+G—H~+I—J+&c.

C’est une introduction plutdt aride aux fractions continues ot Euler a estimé nécessaire de le faire ainsi.
Cela lui permet alors de faire rapidement le pont entre les séries numériques qu’il a obtenues précédem-
ment dans son ouvrage avec cette troisicme espece de formules infinies que sont les fractions continues.
Sa proposition de conversion d’une série alternée de cette forme est plutot difficile a suivre mais, en fai-
sant intervenir Maple, les simplifications sont obtenues beaucoup plus rapidement et permettent de réduire
substantiellement la longueur du développement manu scriptus d’Euler. Nous n’allons pas complétement
suivre, étape par étape, les suppositions qui sont faites a I’article §366. et tout le travail algébrique qui s’en
suit a ’article §367. Nous allons passer directement a I’article §368. ou Euler, en choisissant les dénomina-
teurs partiels, déduit une de ses propositions de conversion. Par contre, a I’Annexe A, on trouvera I’exposé
manu scriptus d’Euler et donc, tout le détail minutieux de son travail déployé aux articles §366 et §367. A
cette annexe, en détaillant longuement les différentes substitutions systématiques, on comprendra que le but
d’Euler est de démontrer clairement que les simplifications peuvent toujours étre ainsi faites afin d’obtenir
la conversion de la série alternée en fraction continue.

Pour permettre de mieux dégager la généralisation de chaque regle de conversion donnée par Euler,
nous allons étayer davantage le développement d’Euler par 1’ajout de quatre fractions partielles :

[zeta, g],[eta,h],[theta,i], [iota, ]|

Nous devons d’abord faire I’initialisation suivante :

> interface(imaginaryunit=27Z):
unprotect (gamma) ;
unprotect (j);
unprotect (D) ;
unprotect(0) ;
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De plus, pour les développements a venir, faisons les assignations suivantes des lettres latines minus-

cules et majuscules et des lettres grecques minuscules :

> LLatinesm:=[b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,1,m,n];
LLatinesM:=[A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,WW];
LGrecquesm:=[alpha,beta,gamma,delta,varepsilon,zeta,eta,theta,iotal;
LLatinesm := [b,c,d, e, f,g,h,i, j,k,I,m,n]
LLatinesM := A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W, WW]

LGrecquesm := [, 3,7,8,€,.1,0,1]

§365. Sériex=A—-B+C—-D+E — F + &c.

Cela pofé, on pourra réciproquement changer en fraction continue une [uite de termes qui ont alter-

nativement des [ignes différents, ou trouver une fration continue, dont la valeur [oit égale a la fomme
de la [érie propofée. Par exemple [i on a I’équation (sic)

x=A—B~+C—D—+F —F +&c.

la comparaifon de cette fuite avec les termes correfpondants de la [érie qui repréfente la fraction continue
donnera les égalités fuivantes :

A

A=2 dot o =Ab,

B __ [ . 6 — Bbc

A bc—+6° A—B

c__ b . _ Cd(bc=+6)

B ™ bed+6d—+yb’ Y= %B—0

D __ 5(bc =+ 6) ) s __De(bcd +6d = yb)
C  bede+6de—+ybe+Sbc+65° (be +6)(C — D)

&ec..

Les comparaisons formulées par Euler des rapports de deux termes consécutifs sont limitées aux égalités
B C. D . . : .EF G H .1
» 4§ €t - Dans nos calculs, nous allons ajouter les cing rapports suivants 5, &, 7, G €t -

En conséquence, générons d’abord la série devant permettre les comparaisons :

> FCG:=[0, [LGrecquesm[k] ,LLatinesm[k]]$k=1..9];

TermesPremierType:=[op(1..9,FcgVersSérie(FCG,9))]:
Termes:=p->(-1)~(p+1)*LLatinesM[p] :

x=add (Termes (k) ,k=1..6)+ &c.";

x=add (TermesPremierType [k] ,k=1..6)+ &c.";

FCG:=[0,[e,b],[B,c],[v,d],[6,e],[€, f], £, 8], [n, 4], 6,1, [1, ]
x=A—B+C—D+E—F + &c.

o« op oy ayBs
T (berB)b * (bed +by+ Bd) (bc+B)  (bede+ b + bey+ Bde + BS) (bed + by + Bd)
ayBoe
" (bedef + bede +bcd f + befy+ Bdef + bye + Bde + BoS) (bede + bed + bey + Bde+ Bo)

— (ayBo&e),/((bedefg+bedel +bedge +bedfg+befgy—+ Bdefg+bedC + beyl + bgye + Bdel + Bdge
+ Bofg)+BSC) (bedef + bede +bed f +befy+ Bdef +bye + Bde + B f)) + &e.

Etablissons les comparaisons terme a terme :



»144

> Rapport[1] :=Termes(1)=op(1,TermesPremierType) :

LettresGrecques[1] :=isolate(Rapport[1] ,LGrecquesm[1]): #Pour affichage informatif

for k from 2 to nops(TermesPremierType) do

Rapport [k] :=-Termes (k) /Termes (k-1)=(-op(k, TermesPremierType) ) /op (k-1,TermesPremierType) :
LettresGrecques [k] :=factor (isolate(%,LGrecquesm[k])): #Pour affichage informatif

od:

k:='k':

NumérateursPartiels:=[LettresGrecques[1],LettresGrecques[2],seq(normal (subs(LettresGrecques[k-1],Le
— ttresGrecques[k])),k=2..9)]:

seq(print (Rapport [k]) ,k=1. .nops(TermesPremierType)-3) ;

A=

= IR

- bc+ B
c_ %
B bcd +by+Bd
D 0 (bc+P)

c bede+bcd + bey+ Bde+ o

| &

E & (bed + by+ Bd)

D bedef + bede +bedf +befy+ Bdef +bye + Bde + BSf

F § (bede+bcd +bey+ Bde+ B0)
E  bcedefg+bedel +bedge +bed fg+befgy+ Bdefg+beSE + beyl + bgye + Bdel + Bdge +BSfg+ BSE

Isolons les numérateurs partiels dans chacun de ces rapports, soit les lettres grecques o, 3, v jusqu’au
numérateur partiel t. En les affichant pour information, on observera qu’a partir du numérateur partiel v,
tous les numérateurs partiels subséquents comportent des numérateurs partiels précédents.

Puisque la place pour un affichage lisible des résultats est limitée, nous n’afficherons que les sept pre-
miers numérateurs partiels :

> seq(print(LettresGrecques[k]) ,k=1..nops(TermesPremierType)-2);
a=Ab
Bbc
ﬁ’AfB
_ Cd(bc+p)
~ b(B-C)
_ De(bcd +by+ Bd)
~ (bc+B)(C—D)
. Ef (bede+bcd +bey+ Bde+ B9)
N (bed+by+Pd) (D—E)
[= Fg(bedef +bede +bed f +befy+ Bdef +bye+ Bde+BSf)
B (bcde+bcd +bey+ Bde+ B6) (E—F)

Gh(bedefg+ bedel +bedge +bcdfg+befgy+ Bdefg +bcdE +beyl +bgye + Bdel + Bdge +Bofg+ BoC)
(bedef +bede +bed f +befy+ Bdef +bye + Bde + Bof) (F —G)

C’est alors qu’Euler s’emploie a de longues manipulations algébriques afin d’exprimer finalement tous
les numérateurs partiels ne comportant seulement que les termes de la série et des dénominateurs partiels.
C’est donc ici que I’on abrégera le développement original d’Euler qui nous permettra d’arriver plus rapi-
dement a I’étape permettant de déduire la formule de conversion, soit I’étape ol les numérateurs , 3,7, ...
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peuvent étre exprimés strictement en termes A, B,C, D, ... de la série et des dénominateurs partiels a, b, c,
d, ... Par contre, on retrouvera intégralement le développement original d’Euler a I’Annexe A, page 289.

Pour y arriver aussi directement, nous avons déja inclus, dans 1’avant-dernier bloc précédent de requétes,
les substitutions en cascade des numérateurs partiels avec lesquels le mécanisme de la simplification auto-
matique de Maple a pleinement joué son role. . .

> seq(print(sort (NumérateursPartiels[k])) ,k=1..nops(NumérateursPartiels));

oa=Ab

Bbc

P=1"5

ACcd
(A—B)(B—C)

BDde
(C-D)(B-C)

- CEef
- (D-E)(C-D)

DFfg
(E—F)(D—E)

EGgh
(F-G)(E-F)

FHhi
(G—H)(F-G)

_ Glij
~ (H-1)(G—H)

S—

=

0=

Les valeurs des numérateurs a, 6, v, 5, &c. étant donc trouvées, les dénominateurs b, c, d, e, &c.
reftent arbitraires; il convient feulement de les prendre tels qu’étant eux-mémes des nombres entiers, ils
donnent auffi des nombres entiers pour o, 6, v, 6, &c. ce qui dépend encore de la nature des nombres A, B,
C, &c. fuivant qu’ils font entiers ou fractionnaires. Suppofons d’abord qu’ils foient entiers, on [atiffera
d la condition demandée en faifant :

> Choix:=[
b=1,

. - B'0g Hh O A0
W unonn

subs (Choix,NumérateursPartiels);

[@=A,=B,y=AC,6 =BD,e =CE,{ =DF,n =EG,0 = FH,1 = GlI|

Par conféquent, [i :

> x=add(Termes (k) ,k=1..9)-"&c.";
x=A—B+C—-D+E—-F+G—H+I— &ec.



»146

la méme valeur de x pourra étre exprimée par une fraltion continue de cette maniere :

> x=Fcg(FCG,nops(FCG)-1):
subs ([op(subs(Choix,NumérateursPartiels)),op(Choix)1,%);

_ A
r= B
1+ AC
A—B+B o BD
B CE
C7D+D . DF
- +E . EG
—ft FH
F—-G+ G
1 1 1 1 1 1
369. Sériex=— — —+— — — 4+ — — — + &c.
$ érie x 1 B+C D+E F+ c

Mais fi tous les termes de la [érie font des nombres fraétionnaires, de forte que

U S U WS B
YTATBTc T DTETF T

> FCG:=[0, [LGrecquesm[k] ,LLatinesm[k]]$k=1..9]:
TermesPremierType:=[op(1..9,FcgVersSérie(FCG,9))]:
Termes:=p->(-1)~(p+1)*1/LLatinesM[p]:
x=add (Termes (k) ,k=1..6)+ &c.";
x=add (TermesPremierType [k] ,k=1..6)+ &c. :

1 1 1 1 1 1

*“A7BTCc D

On aura pour o, 6, v, 5, &c., les valeurs [uivantes :

> Rapport[1] :=Termes(1)=op(1,TermesPremierType) :

LettresGrecques[1] :=isolate(Rapport[1],LGrecquesm[1]):

for k from 2 to nops(TermesPremierType) do

Rapport [k] :=Termes (k) / (-Termes (k-1) )=(op (k, TermesPremierType) )/ (-op (k-1,TermesPremierType) ) :
LettresGrecques [k] :=isolate(%,LGrecquesm[k]):

od:

k:="k':

NumérateursPartiels:=[LettresGrecques[1],LettresGrecques[2],seq(normal(subs(LettresGrecques[k],Lett |
< resGrecques[k+1])),k=2..8)]:

seq(print (NumérateursPartiels[k]) ,k=1..nops(NumérateursPartiels)) ;

a=—
A




¢ = fgE?
(E—F)(D—E)

_ ghF?
~ (F-G)(E—F)

. hiG?
" (G—H)(F-G)

- ijH?
T H-1G-H)

Faifons donc :

> Choix:=[
b=A,
c=B-A,
d=C-B,
e=D-C,
f=E-D,
g=F_E s
h=G-F,
i=H-G,
j=I-H]:

NumérateursPartiels:=normal (subs(Choix,NumérateursPartiels));

NumrateursPartiels .= [0t =1, =A%, y=B>,8§ =C*,e =D*,{ =E* n =F?,0 = G*,1 = H]

& la fraltion continue [era

> x=add(Termes (k) ,k=1..nops(TermesPremierType) )+ &c
x=Fcg (FCG,nops (FCG)-1) :

L

subs ([op (subs(Choix,sort (NumérateursPartiels))),op(Choix)],%);
Formule:=(rhs(%)): # Cette assignation est pour les exemples qui vont suivre.

LU SR NS NS WS NS B R P
*““ATB'cC D'E F'G HTITT
1
x:
A2
A+ 5
—A+B+ o
C—B+ e
D—C+ o
E-D+ =
F—E+ &
G—H+ e
H-G
tI-H
Exemplel

I1 [“agit de tranfformer en fration continue la [érie infinie :

11— é-ﬂ—-l —14+1 &

3

4

5
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Pofons donc A =1, B—2, C =3, D — 4, &c; & comme la valeur de la [érie propofée =12, on
aura :

1 +&ec.
Euler a directement posé la série proposée égale a In2 car a ’article §123, Euler a déja montré que :

2 3 XA xS x6

X X
1 D=x——4+=>-—4+=-= :
n(x+1)=x st3-7t3 6+&c

Obtenons, avec Maple, la conversion de cette série en fraction continue :

> Liste:=[(LLatinesM[k]=k)$k=1..9];
1n(2)=subs(Liste,Formule) ;

Liste:=[A=1,B=2,C=3D=4E=5F=6_G=7H=81=9]

In(2) = i
1+ 1 4
+ ] 9
o 16
o 25
T 36
W
e
14—
1
Exemplell
Quil s'agiffe de tranfformer en fraction continue la férie infinie 7 = 1 — § —|—§ — ; + é —&c. dans

laquelle © exprime la circonférence d’un cercle dont le diametre 1.

En fubftituant pour A, B, C, D, &c. les nombres 1, 3, 5, 7, &c., on aura :

& en renverfant la fraétion,

Expreffion que BROUNCKER a donnée le premier pour la quadrature du cercle (Euler fait ici référence
a la réponse du vicomte William Brouncker a John Wallis sur la formule qu’il lui avait soumise pour 0 = %.
Cette réponse de Brouncker a été publiée en 1656 dans son Arithmetica infinitorum.)

Avec Maple, nous obtenons la conversion suivante :





