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Chapitre XVIII : Des Fractions continues

Le dernier chapitre (chapitre XVIII) du premier tome de son Introductio in analyfin infinitorum, Euler
’a intitulé De fractionibus continuis. Pour la premiere fois dans I’histoire des mathématiques et ce, dans le
cadre d’un manuel mathématique, on expose une approche analytique élémentaire aux fractions continues
et a certaines de leurs propriétés. En introduction, Euler entrevoit lucidement que les fractions continues
seront un apport important en analyse infinitésimale :

§356. Apreés avoir traité affez au long dans les Chapitres précédents des [éries infinies, & des pro-
duits compofés de facteurs infinis, il convient de dire un mot d’une troifieme efpece de formules in-
finies, que donnent les divifions ou fractions continues. Car quoique cette partie ait été peu cultivée
jufqu’a préfent, je ne doute pas que I'ufage n'en devienne trés-grand dans U'analyfe infinitéfimale.
Quelques effais que j'en ai faits m’autorifent a le croire. Cette théorie ne laiffera pas d’étre parti-
culierement d’un affez grand fecours pour Arithmétique & I'Algebre ordinaire; c’eft ce que je me
propofe d’expofer & d’expliquer en peu de mots dans ce Chapitre.

L. Euler — Introductio in analyfin infinitorum (Laufanne 1748)
§356 a la page 277 dans la traduction frangaise de J.B. Labey

Dans ce chapitre, Euler introduit le lecteur aux fractions continues. Donnant d’abord la définition d’une

fraction continue simple et généralisée, laquelle fraction continue pourrait étre finie ou étre prolongée
a linfini.

§357. 'appelle fraction continue une fraétion dont le dénominateur eft compofé d’un nombre entier
joint a une fraction, qui a elle-méme pour dénominateur un entier & une fraction formée de la
méme maniere que les précédentes, ainfi de [uite, foit qu’il y ait un nombre infini de fractions, foit
qu’il n’y en ait qu’un nombre fini.

Telles font les expreffions [uivantes :

d+1 d+
e+ ——— e+

£
S+ &e. [+ &e.

Article §358. Apres avoir ainfi donné la forme des fractions continues, voyons d’abord comment on
peut obtenir leur valeur fous la forme ordinaire. Pour faciliter cette recherche, allons, par degrés, &
interrompons la [uite : d’abord a la premiere, enfuite a la feconde, puis a la troifieme fraction; cela pofé,
il eft clair qu’on aura

a =a
a—|—1— __ab—+1
b b
a4 __abc+a—+c
b+ be+1
a4 ¢ __abcd+ab—+ad +cd +1
b+ 1 bcd+b+d
C+7
P __abcde+abe +ade—+cde+abc+a—+c—+e
b+— bcde +be +de—+bc—+1
c+—
d—+
e



139«

A Tlarticle §359. Euler donne une disposition des numérateurs partiels pour mettre en évidence la ma-
niere dont chaque fraction partielle peut-étre déduite systématiquement des précédentes.

Quoique dans ces fraltions ordinaires, on ne reconnoiffe pas facilement la loi fuivant laquelle le nu-
mérateur & le dénominateur font compofés des lettres a,b,c,d,&c. cependant, avec un peu d’attention,
on pourra découvrir comment chaque fraction dérive des précédentes. En effet, chaque numeérateur eft la
Jomme du dernier numérateur multiplié par une nouvelle lettre & de I'avant-dernier numérateur [imple;
& la méme loi [‘obferve pour les dénominateurs. Ayant donc écrit par ordre les lettres a,b,c,d,&c. on
en formera facilement les frations, de cette maniere :

a b c d e
1., a. ab—+1. abc+a—+c. abcd—+ab—+ad—+cd—+1
o’ 1° b bc+1 ° bed +b—+d

Chaque numérateur [e trouve en multipliant le dernier par la lettre qui eft écrite au-def[us de celui-
ci, & en ajoutant au produit de 'avant-dernier. Il en eft de méme des dénominateurs; mais pour qu’il
n’y ait pas d’interruption dans la loi, j'ai écrit a la téte la fraction %, qui, quoiqu’elle ne dérive pas de
la fraction continue, eft propre pourtant a rendre plus [enfible la loi de la progreffion. Au refte, chaque
fraction exprime la valeur de la fraction continue en fuppofant qu’elle ait été continuée inclufivement
jufqu’a la lettre écrite au-deffus du terme qui précéde.

Cette « loi » de la progression énoncée par Euler de maniére rhétorique, c’est exactement la récurrence
donnée par la PROPOSITION 3 a la page 62 pour obtenir la k¢ réduite d’une fraction continue simple. C’est

A I’article §360., Euler poursuit avec les réduites d’une fraction continue généralisée.
On obtiendra [emblablement pour autre formule des fractions continues, favoir :

o
_|__
4 b—|—%|_y_
d+ g5
[+ &ec.

les réfultats [uivants, [elon le nombre de termes qu’on prendra,

a = a
o ab+a
a—+ b A
a4 __ abc+6a+oac
b+ b bc+6
c
P _ abcd+bad+acd+yab+ay
b+, bed+6d+yb
¢+
P _ abcde+dabc +yabe+b6ade+ocde+65a+adc+aye
b+ 6 y bede+bcd+bey+6de+68
c+—— 5
d+e_

&c.

(Nous avons ajouté une réduite supplémentaire aux quatre réduites données dans son texte par Euler.)
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Chacune de ces fractions [e trouvera au moyen des deux précédentes, comme on le voit ici :

a b c d e

1. a. ab—+a. abct+oac—+6a., abcdt+ acd—+6bad—~+yab—+ay
o> 1’ b > bc—+6 ’ bed +6d —+vb

o 6 Y 0 €

A I’article §361., Euler énonce la récurrence pour la formation de ces fractions (réduites) : Pour former
ces fraltions, écrivez au-deffus les indices a,b,c,d, &c. écrivez encore la premiere fraétion %, & la feconde
s vous aurez alors chacune des [uivantes en multipliant le numérateur de la derniere par I'indice fupé-
rieur, & celui de l'avant-derniére par l'indice inférieur correfpondant; la fomme de ces produits fera le
numérateur de la fration demandée. De méme le dénominateur fera formé du produit du dénominateur
précédent par I'indice fupérieur, & de celui de 'avant-dernier par Uindice inférieur ; & et chaque fraétion
trouvée de cette maniere donnera la valeur de la fraction continue, en [uppofant qu’on l’ait continuée
inclufivement jufqu’au dénominateur qui eft écrit au-deffus de la fraction précédente.

~

La regle progressive d’obtention des réduites a déja été énoncée antérieurement par Euler dans son
mémoire De fractionibus continuis differtation. Nous allons considérer plus loin dans le texte les
35 articles de ce mémoire et c’est a ’article §7. de la page 181 que nous allons transposer cette
regle d’obtention des réduites d’une fraction continue généralisée en une procédure Maple que nous

> FCG:=[a, [1,b],[1,c],[1,d],[1,e],[1,£]]:
Fcg(FCG,5) ;

> seq(print (Fcg(FCG,k)=normal (value(Fcg(FCG,k)))),k=0..4);
a=a
ab+1
b
1 abcta+c

[ =
b bc+1
c

+1
a - =
b

a+

N 1 abcd +ab+ad +cd + 1
a =]
1
bt , bed+b+d
C+J
1 7ahcde+abc+abe+ad€+cd€+a+c+e

bede +be+be+de+1
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> FCG:=[a, [alpha,b], [beta,c], [gamma,d], [delta,e], [varepsilon,f]];
Fcg(FCG,5) ;

FCG := [a, [, ], 1B, ], [7,d],[8. ] e, ]

i (04
a
b+ P
Y
ct—5—
d+——
@ —
f
> seq(print (Fcg(FCG,k)=normal (value (Fcg(FCG,k)))) ,k=0..4);
a=a
+aiab+a
b
o abc+af + ac
a+ BZ be+ B
b+= ¢
€
n o __abcd +aby+apd +ocd +ay
“ B bed +by+ Bd
b+
C+Z
d
n o abcde + abcd + abey+ afde + ocde + a8 + ocd + oey
a =
m B bede+bced +bey+ Bde+ B
Y
a s
@4 =
e

A Tarticle §362., Euler expose certaines caractéristiques intrinséques des fractions continues finies et
infinies. Dans le cas d’une fraction continue finie, la derniere réduite est la vraie valeur de la fraétion
continue tandis que les réduites précédentes approcheront de plus en plus cette valeur et donneront par
conféquent une approximation trés-fuffifante. Euler explique clairement que ces approximations succes-
sives se font par exces et par défaut quand méme la fraétion continue ferait prolongée a 'infinie.

Donc, [i l'on pourfuit la formation de ces fraltions jufqu’a ce que la fraétion continue ne fourniffe
plus d’indices, la derniere fraction, qu’on obtiendra, donnera la vraie valeur de la fraétion continue.
Les fraltions précédentes approcheront de plus en plus cette valeur, & donneront par conféquent une
approximation trés-[uffifante. En effet, fuppofons la vraie valeur de la fraétion continue

o
_|_ pr—
a b+6 , eft —=x
c+ S
Ien e
f+&ec.

Il eft évident que la premiere fraction 3 eft plus grande que x; mais la feconde § fera plus petite; la
troifieme a3 fera de nouveau plus grande, & la quatrieme plus petite; ainfi, ces fractions feront
alternativement plus grandes & plus petites que x. Au refte, il eft clair que chaque fration approche
plus preés la vraie valeur de x, qu’aucune des précédentes; d’ou il fuit qu’on peut, de cette maniere, avoir
facilement & promptement la valeur approchée de x, quand méme la fraction continue [erait prolongée
d infini, pourvu que les numérateurs o,6,v,0, &c, ne croiffent pas trop; mais [i tous les numérateurs
égalent 'unité, U'approximation ne peut manquer d’avoir lieu.
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Conversion d’une fraction continue généralisée en série alternée

Aux articles §363. et §364., Euler déduit facilement une maniére de s’y prendre pour convertir une frac-
tion continue en une [érie dont les termes ont alternativement des fignes —+ & — lorfque le premier a
manque.

Pour faire mieux reffentir comment on approche de la vraie valeur de la fraction continue, prenons

. . L , ;1 o iy
les différences des fractions trouvées ci-deffus. D’abord, en négligeant la premiere 3, la différence entgre la
o

Jeconde & la troifieme = ¢ ; la quatrieme fouftraite de la troifieme donne pour refte (différence) =R

& la quatrieme fouftraite de la cinquieme donne e —|—6)(b:;6—y|— AEmY &c. Ainfi la valeur de la fraction
ab

continue fera repréfentée par une fuite de la forme ordinaire, de maniere que x —a—+ § — soe+8 T
C

— &ec. [érie qui fera limitée, toutes les fois que la fraction continue ne fe prolon-

aby
(bc +=6)(bcd 4 6d —+ yb)
gera pas d Uinfini. Nous avons donc un moyen de convertir une fraétion continue en une [érie, dont les

termes ont alternativement les [ignes + & — lor[que le premier a manque.

- D
En effet, foit
a+2— 6
Tty
c+—-— 5§
d+—— ¢
e+ ——
f+&c
on aura, par ce qui précéde
o ab aby o6ys
X=—— =+ — -+ &ec.
b b(bc+6)  (bc+6)(bcd +6d +1yb)  (bcd +6d +yb) (bede +bde + ybe + 8bc +65)
- J

D’ow il fuit que [i les numérateurs o, 6,7y, § &c. ne croiffent pas, f[i, par exemple, ils font égaux a
l'unité, & que les dénominateurs a,b,c,d ,&c.. foient des nombres entiers quelconques pofitifs, la valeur
de la fraction continue [era donnée par une [érie trés-convergente.

Chaque terme de rang k£ > 2 de la série est obtenu en soustrayant la réduite d’ordre k a la réduite d’ordre
k— 1. Le premier argument est la fraction continue en notation de Pringstein. Le second argument est le
nombre de fractions partielles de la fraction continue a convertir. Si ce nombre est supérieur au nombre total
de fractions partielles de la fraction continue, un message d’erreur s’affichera.

> FcgVersSérie:=proc(L::1list,n: :posint)
local i,k,S,Signe,Termes;
Termes:=[(op(1,L),seq(normal (value(Fcg(L,k))-value(Fcg(L,k-1))) ,k=1..nops(L)-1))];
S:= map(" %+ ,op(1..n+1,Termes));
ifelse(op(1,8)=0,subs(op(1,S)=NULL,S),S);
end proc:

> F:=[0, [alpha,b], [beta,c], [gamma,d], [delta,e], [varepsilon,f]];
x=Fcg(F,5);
x=FcgVersSérie(F,5) ;
F:='F':

l7122[07[a,bL[B,CL[Y,dL[é,EL[SLfH
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i a
b+ P
c+ y5
d+ L
@ f
o of ayp ayBd
T (bc+ﬁ)b+(bcd+by+[3d) (bc+B)  (bede+bcd + bey+ Bde + BS) (bed + by + Bd)
. ayBée
(bedef +bede +beS f + befy+ Bdef +bye+ Bde + BOf) (bede + bed + bey+ Bde+ BO)

Note : Dans la fenétre Maple précédente, nous avons ajouté un cinquieme terme au développement qu’a
donné Euler dans son Introductio a la page 300 de la version latine.

Exemple numérique pour illustrer cette procédure :

> Liste:=[0,[1,1],[1,1],seq([k"2,1],k=2..8)];
Fcg(Liste,9)=FcgVersSérie(Liste,9);

value (%) ;
Liste :=[0,[1,1],[1,1],[4,1],]9,1], [16, 1],[25,1],[36, 1], [49, 1], [64, 1]]
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 I =123 57 s
u 4
1+ 9
14+ 16
14 5
<= 36
1+ — g
1+ —¢1
1+
1879 1879
2520 ~ 2520

Pour que le lecteur puisse mieux entrevoir la regle de la formation des termes d’une telle série, no-

procédure nous sera trés utile pour détailler ultérieurement plusieurs développements d’Euler.

Conversion d’une série alternée en fraction continue généralisée

Ayant mis en évidence qu’il est possible de transformer une fraction continue en série, Euler s’intéresse
ensuite a la réciprocité (a I’article §365. et les suivants) : soit la maniere de s’y prendre pour changer une
série alternée en fraction continue.

x=A—B+C—D—+E—F~+G—H+I1—J+&c.

C’est une introduction plut6t aride aux fractions continues ol Euler a estimé nécessaire de le faire ainsi.
Cela lui permet alors de faire rapidement le pont entre les séries numériques qu’il a obtenues précédem-
ment dans son ouvrage avec cette troisicme espece de formules infinies que sont les fractions continues.
Sa proposition de conversion d’une série alternée de cette forme est plutdt difficile a suivre mais, en fai-
sant intervenir Maple, les simplifications sont obtenues beaucoup plus rapidement et permettent de réduire
substantiellement la longueur du développement manu scriptus d’Euler. Nous n’allons pas completement
suivre, étape par étape, les suppositions qui sont faites a I’article §366. et tout le travail algébrique qui s’en
suit a I’article §367. Nous allons passer directement a I’article §368. ot Euler, en choisissant les dénomina-
teurs partiels, déduit une de ses propositions de conversion. Par contre, a I’ Annexe A, on trouvera 1’exposé
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manu scriptus d’Euler et donc, tout le détail minutieux de son travail déployé aux articles §366 et §367. A
cette annexe, en détaillant longuement les différentes substitutions systématiques, on comprendra que le but
d’Euler est de démontrer clairement que les simplifications peuvent toujours étre ainsi faites afin d’obtenir
la conversion de la série alternée en fraction continue.

Pour permettre de mieux dégager la généralisation de chaque regle de conversion donnée par Euler,
nous allons étayer davantage le développement d’Euler par 1’ajout de quatre fractions partielles :

[zeta, gl, [eta, h],|theta, i), [iota, j]

Nous devons d’abord faire I’initialisation suivante :

> interface(imaginaryunit=2Z):
unprotect (gamma) ;
unprotect(j);
unprotect (D) ;
unprotect (0) ;

De plus, pour les développements a venir, faisons les assignations suivantes des lettres latines minus-
cules et majuscules et des lettres grecques minuscules.

> LLatinesm:=[b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,1,m,n];
LLatinesM:=[A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,WW];
LGrecquesm:=[alpha,beta,gamma,delta,varepsilon,zeta,eta,theta,iotal;
LLatinesm := [b,c,d, e, f,g,h,i, j,k,l,m,n]
LLatinesM := A,B,C,D,E,F,G,H,1,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W, WW]

LGrecquesm = [aaﬁv}/véasvgvna 97"]

§365. Sériex=A—-B+C—-D+E —F + &c.

Cela pofé, on pourra réciproquement changer en fraction continue une [uite de termes qui ont alter-
nativement des [ignes différents, ou trouver une fration continue, dont la valeur [oit égale a la fomme
de la [érie propofée. Par exemple [i on a I'équation

x=A—B~+C—D—+E—F +&c.

la comparaifon de cette fuite (sic) avec les termes corre[pondants de la [érie qui repréfente la fration
continue donnera les égalités fuivantes :

A=2; d'ol o =Ab,

B __ 6 . 6 — Bbc

A bec+6° A—B

c__ b __ Cd(bc=+6)

B ™ bed+6d—+yb° Y=%B—0

D __ 8(bc=+6) ] 67De(bcd—|—6d—|—yb)
C  bede—+6de—+ybe+ 8bc+65° o

c+6)(C —
&e.. (bc +0)(C — D)

Les comparaisons formulées par Euler des rapports de deux termes consécutifs sont limitées aux égali-

tés A, ﬁ , g et & D Dans nos calculs, nous allons ajouter les rapports lb;, g, g,g et & L.

En conséquence, générons d’abord la série devant permettre les comparaisons :
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> FCG:=[0, [LGrecquesm[k] ,LLatinesm[k]]$k=1..9];
TermesPremierType:=[op(1..9,FcgVersSérie(FCG,9))]:
Termes:=p->(-1)~ (p+1)*LLatinesM[p]:
x=sum(Termes (k) ,k=1..6)+ &c.";
x=sum(TermesPremierType [k] ,k=1..6)+ &c.";

FCG:=[0,[e,b],[B,cl,[v,d],[6,el, [, f], [, 8], [n,A], 6,1, [1, ]
x=A—B+C—D+E—F + &c.

_a ap n ayB ayBo
*T % (bct+B)b | (bed+by+Bd) (be+PB)  (bede+bed +bey+ Bde+ BS) (bed + by+ Bd)
ayBoe
- (bedef +bede +bcd f +befy+ Bdef +bye + Bde+ BOf) (bede+ bed + bey+ Bde+ BI)

—(ayBdéLle),/((bcdefg+bcdel + bedge +bcd fg+befgy+ Bdefg+bcdC + beyl + bgye + Bdel + PBdge
+ B6fg)+B6C) (bedef +bede+bed f +befy+ Bdef +bye+ Bde+Bof)) + &e.

Etablissons les comparaisons terme a terme :

> Rapport[1] :=Termes(1)=op(1,TermesPremierType) :

LettresGrecques[1] :=isolate(Rapport[1] ,LGrecquesm[1]): #Pour affichage informatif

for k from 2 to nops(TermesPremierType) do

Rapport [k] :=-Termes (k) /Termes (k-1)=(-op (k,TermesPremierType))/op (k-1,TermesPremierType) :
LettresGrecques [k] :=factor(isolate(%,LGrecquesm[k])): #Pour affichage informatif

od:

k:="k':

NumérateursPartiels:=[LettresGrecques[1],LettresGrecques[2],seq(normal (subs(LettresGrecques[k-1],Le
— ttresGrecques[k])),k=2..9)]:

seq(print (Rapport [k]) ,k=1. .nops(TermesPremierType)-3) ;

A=

= IR

B bc+ B
€ 2
B bed+by+Bd
D 0 (bc+B)

c bede+bed +bey+ Bde+ o

| &y

E _ € (bed +by+ Bd)
D bedef +bede +bcd f +befy+ Bdef +bye + Bde+ BSf

F § (bede+bcd +bey+ Bde+ BO)

E bedefg+bedel +bedge +bed fg+befgy+ Bdefg+bcdl + beyl + bgye + Bdel + Bdge+ Bofg+ B6C

Isolons les numérateurs partiels dans chacun de ces rapports, soit les lettres grecques o, 3, Y jusqu’au
numérateur partiel 1. En les affichant pour information, on observera qu’a partir du numérateur partiel v,
tous les numérateurs partiels subséquents comportent des numérateurs partiels précédents.

Pour plus de lisibilité, nous n’afficherons que les sept premiers numérateurs partiels.

> seq(print(LettresGrecques[k]) ,k=1..nops(TermesPremierType)-2) ;
oa=Ab
Bbc
PF=4"s
_ Cd(bc+P)
~ bh(B-C)
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_ De(bcd +by+ Bd)
~ (be+B)(C—D)
_ Ef(bcde+bcd +bey+ Bde+B9)
N (bcd +by+Pd)(D—E)
[— Fg(bedef +bede +bed f +befy+ Bdef +bye + Bde+ BSf)
B (bede+bcd +bey+ Bde+B6) (E —F)
Gh(bedefg+ bedel + bedge +bedfg+befgy+ Bdefg +bcdE +beyl +bgye + Bdel + Bdge +Bofg+ BOC)
(bedef +bede+bed f+befy+ Bdef +bye+Bde+BSf) (F —G)

C’est alors qu’Euler s’emploie a de longues manipulations algébriques afin d’exprimer finalement tous
les numérateurs partiels ne comportant seulement que les termes de la série et des dénominateurs partiels.
C’est donc ici que I’on abreégera le développement original d’Euler qui nous permettra d’arriver plus rapi-
dement a I’étape permettant de déduire la formule de conversion, soit I’étape ol les numérateurs , 3,7, ...
peuvent étre exprimés strictement en fonction des termes A,B,C,D,... de la série et des dénominateurs
partiels a, b, c, d, ... Par contre, on retrouvera intégralement le développement original d’Euler a I’ Annexe
A, page 293.

Pour y arriver aussi directement, nous avons déja inclus dans 1’avant-dernier bloc précédent de requétes,
les substitutions en cascade des numérateurs partiels avec lesquelles le mécanisme de la simplification
automatique de Maple a pleinement joué son role. . .

> seq(print(sort(NumérateursPartiels[k])),k=1..nops(NumérateursPartiels));

o =Ab
Bbc
P=1—5
B ACcd
~ (A-B)(B-0)
5— BDde
- (C-D)(B-C)
B CEef
-~ (D-E)(C-D)
¢ = DF fg
" (E-F)(D-E)
- EGgh
T=F-6)(E-F)
. FHhi
- (G-H)(F-G)
- GIij
~ (H-1)(G—H)

Les valeurs des numérateurs a, 6, v, 5, &c. étant donc trouvées, les dénominateurs b, c, d, e, &c.
reftent arbitraires; il convient [eulement de les prendre tels qu’étant eux-mémes des nombres entiers, ils
donnent auffi des nombres entiers pour o, 6, v, 5, &c. ce qui dépend encore de la nature des nombres A, B,
C, &c. fuivant qu’ils font entiers ou fractionnaires. Suppofons d’abord qu’ils foient entiers, on [atiffera
d la condition demandée en faifant :



Vv
Q

H B0 O A0 TP
"
II
—

o

-

(] |
maTmoaQw

O'ﬂrﬂUCPWb»—AH-

j=H-1]:
subs (Choix,NumérateursPartiels);

[a=A,B=B,y=AC,8 =BD,e =CE,{ =DF,n=EG,0 = FH,1 = GI|

Par conféquent, [i :

> x=sum(Termes (k) ,k=1..9)-"&c.";

x=A—-B+C—-D+E-F+G—-—H+1—&c.

la méme valeur de x pourra étre exprimée par une fraction continue de cette maniere :

> x=Fcg(FCG,nops(FCG)-1):
subs ([op(subs (Choix,NumérateursPartiels)),op(Choix)1,%);

A

X = B

..o 11 1 1 1 1
§369.Serlex—A B+C D+E F+&c.

Mais fi tous les termes de la [érie font des nombres fraétionnaires, de forte que

SIS SN N SN B B
YT ATBTc T DTETF T

> FCG:=[0, [LGrecquesm[k] ,LLatinesm[k]]$k=1..9]:
TermesPremierType:=[op(1..9,FcgVersSérie(FCG,9))]:
Termes:=p->(-1) " (p+1)*1/LLatinesM[p] :
x=sum(Termes (k) ,k=1..6)+ &c.";
x=sum(TermesPremierType [k] ,k=1..6)+ &c. :

L 0 N W O B
*TATB'c DTE FT%C

On aura pour o, 6, v, 5, &c., les valeurs [uivantes :

147 «
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> Rapport[1] :=Termes(1)=op(1,TermesPremierType) :

LettresGrecques[1] :=isolate(Rapport[1],LGrecquesm[1]):

for k from 2 to nops(TermesPremierType) do

Rapport [k] :=Termes (k) / (-Termes (k-1))=(op (k,TermesPremierType))/(-op (k-1,TermesPremierType)) :
LettresGrecques [k] :=isolate(%,LGrecquesm[k]):

od:

k:='k':

NumérateursPartiels:=[LettresGrecques[1],LettresGrecques[2],seq(normal (subs(LettresGrecques[k],Lett |
— resGrecques[k+1])),k=2..8)]:

seq(print (NumérateursPartiels[k]) ,k=1..nops(NumérateursPartiels));

- dB?%c
"“a-BB-0
edC?
© DB
efD2
(D-E)(C-D)
f8E?
(E-F)(D-E)
ghF?
(F—G)(E—F)
hiG?
(G—H)(F-G)

- ijH?
-~ (H-1)(G—H)

E =

€=

0=

Faifons donc :

> Choix:=[
b=A,

B_
C_
D_
E
F
G
H
=I-H]:

NumérateursPartiels:=normal (subs(Choix,NumérateursPartiels));

-2 m)l? o a0

moTmoO QW=

.
[

NumrateursPartiels :== [oc = 1,8 =A2y=B*6=C*e=D*({=E’nN=F*0=G"1 :Hz}

& la fraction continue [era

> x=sum(Termes (k) ,k=1..nops(TermesPremierType))+ &c.";
x=Fcg(FCG,nops (FCG)-1) :
subs ([op (subs (Choix,sort (NumérateursPartiels))),op(Choix)],%);
Formule:=(rhs(%)): # Pour les exemples qui vont suivre
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I D NS R WS S N B BN
*““A"B'c D'E F'G H'I™™
1
_x:
AZ
A+ =
_A+B+ o
C—B+ =
D—C+ =
E—-D+ =
F—E+ &
G—F+ =
H-G
Y H
Exemplel

Il [“agit de tranfformer en fraction continue la [érie infinie :

141 g

1
I=3>+3747F5

Pofons donc A =1, B=2, C =3, D =4, &c; & comme la valeur de la [érie propofée =12, on
aura :

1 + &c.

Euler a directement poser la série proposée égale a In2 car a I’article §123, Euler a déja montré que :

2 3 XA xS x6

X x
1) =x—2 42 242 Y g
n(x+1)=x 2+3 4+5 6+&c

Obtenons, avec Maple, la conversion de cette série en fraction continue :

> Liste:=[(LLatinesM[k]=k)$k=1..9];
1n(2)=subs(Liste,Formule);

Liste:=[A=1,B=2,C=3D=4E=5F=6G="7H=81=9]
1

In(2) = i
1+ 4
1+ 9
1+ 6
1+ 75
14 36
1+ 49
1+ 64
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Exemplell

Qu'il s'agiffe de tranfformer en fraction continue la [érie infinie 7 =1 — 3 +
laquelle  exprime la circonférence d’un cercle dont le diamétre 1.

En fubftituant pour A, B, C, D, &c. les nombres 1, 3, 5, 7, &c., on aura :

T -1
4 1 —F"z‘* 9
24+ Z— 25
2+ 49
2+
2 + &c
& en renverfant la fraction,
— =1 _|_17 1
2+ — 9
2+ Z 25
2+ 49
2+
2 +&c

Expreffion que BROUNCKER a donnée le premier pour la quadrature du cercle (en 1655).
Avec Maple, nous obtenons :

> ListeImpair:=[seq(2xk-1,k=1..9)]:
Liste:=zip(*=",LLatinesM,ListeImpair);
Pi/4=subs(Liste,Formule) ;

Liste:=[A=1,B=3,C=5D=7E=9F=11,G=13,H=151=17]

T 1
i I
44 5
24 55
24 o
24 "
“2 121
+2 169
+2+225
2
> Propl:=1/%:
Propi;
4 1
T 1
1+ 1
9
24 55
24 o
2+ i
2+2 121
*2 169
+2+225
2

Ce n’est pas le résultat attendu de I’inverse de cette fraction continue mais il est bon : remarquez la
premiere barre de division plus foncé. Le résultat précédent a bel et bien été renversé, mais pas automa-
tiquement simplifié étant donné le premier quotient inactif a partir du haut de la fraction continue. Outre
I’utilisation de la forme inactive de la division pour la mise en forme d’une fraction continue, il y a d’autres
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manieres de s’y prendre pour différer le mécanisme de la simplification automatique de Maple. Une maniere
est de faire I’ajout d’un terme assignable (name) au dernier dénominateur partiel qui peut étre choisi par
I’usager : soit &., soit efc. ou soit .. .. Par exemple, une manicre possible de s’y prendre est la suivante :

> Temp2:=subs(225%/2=225%/(2+ &c.") ,Propl):

Temp2;
4 1
T 1
1+ !
2+ 2
) 25
+ 49
2+ 81
2+ ) 121
i ) 169
i 2y 25
2+ &c.
Maintenant, faisons intervenir la simplification CONTINUIS 30§
automatique : . NSRS (P SR SRR G N < Sk
q y x = 5 = F 5 &c., XVIIL
wbi o denotsr pevipheviam civcaliy cujus diameter == 1, iz fra
> value(Temp2) ; Fionem comtinnan,
Subftitutis loco A4, B, C, D, &c., numeris 1, 3, 5,
4 n 1 7. &c., orietur
T 24 9 [P | 1
4 1 —3
25 El gy 4 W
2+ I BRED -~
2+ i hincque, invertendo frationem, erit
24
121 it s WY
2+ 2+ Wf&
169 -t &e,y
24 .
225 que eft expreflio, quam BROUNCKERUS primum pro qua-

dratura circuli protulir.

2+

24 &c.
Fi6. 45 — Exemple II du chapitre XVIII, a la page 305

Avant le prochain exemple de conversion en fraction continue, voyons comment Euler s’y est pris pour
déduire la série :
T 1 1 1 1
T—eg—1 41141 g
4 3 5 7 9
Dans son « Introductio », au chapitre VIII (§126, p.93 (version latine)) intitulé De quantitatibus tranf-
cendentibus ex Circulo ortis — Des Quantités tranfcendantes qui naiffent du Cerle, Euler énonce ceci :

Apres la confidération des logarithmes & des quantités exponentielles vient celle des arcs de cercle,
& de leurs Sinus & Cofinus tant parce qu’ils forment une autre efpece de quantités tranfcendantes, que
parce qu’ils dérivent des quantités logarithmiques mémes & des quantités exponentielles, lorfqu’elles
renferment des imaginaires, ce qu’on verra plus clairement ci-apres.

Suppofons donc le rayon du cercle ou le finus total = 1, il paroit affez clair que la circonférence de
ce cercle ne peut étre exprimée exactement en nombres rationnels mais on a trouvé par approximation
la demi-circonférence de ce cercle == ... ... ... ..

3,1415926535897932384626433832795028841971
6939937510582097494459230781640628620899
8628034825342117067982148086513272306647
0938446 —+


https://archive.org/details/introductioanaly00eule/page/305/mode/1up
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Pour abréger jécrirai  au lieu de ce nombre, de forte que ® = a la demi circonférence d'un cercle
dont le rayon — 1; ou 7@ fera la longueur d’un arc de 180 degrés.

Pour Euler, il lui semble assez clair, sans en avoir la preuve, que le nombre 7 ne peut étre exprimé en
écriture décimale exacte comme celui d’un nombre rationnel et que la valeur donnée n’est donc qu’une
approximation de la demi-circonférence de ce cercle. L’irrationalité de 7 a été démontrée ultérieurement
par Johann Heinrich Lambert (1728-1777), dans ses Mémoires de Berlin (1761); mais on en trouvera une
démonstration plus simple en appendice dans les Eléments de Géométrie (1794) d’ Adrien-Marie Legendre
(1752-1833), dit le citoyen Legendre. Legendre y conjecture méme la transcendance du nombre 7.

A P’article §140 a la page 105, Euler explique comment il a obtenu ce résultat avec le développement
en série de « L = A rang. t » ({ = arctanr)

A A A A
—— b — —&e.
=1 3t5 79 &

Euler suppose ensuite un arc dont la tangente égale au rayon (unité). En considérant un arc § = 7, cela
lui permet d’obtenir la série

T 1 1 1
ZI =1- §'+'§'—'§'+‘6QC.

qu’il attribue aussitot la paternité a Leibnitz. On désigne aujourd’hui cette série par formule de Madhava,
Gregory et Leibniz.

Par la suite, Euler expose comment il s’y est pris pour obtenir 1’approximation de 7 qu’il a donnée avec
127 décimales exactes. Apres quelques observations sur les inconvénients et les avantages de choisir un arc
précis, Euler précise qu’il a fait les calculs avec un arc § = 30° = . Selon Euler lui-méme, c’est aprés un
travail assez incroyable qu’il a obtenu cette approximation et puisque cela implique dans ce développement
le nombre irrationnel ¢ = %, il a trouvé ce travail d’autant plus pénible (ce sont les mots employés par
Euler lui-méme).

Euler qualifie la série de Leibnitz d’a peine convergente (convergence lente dirait-on aujourd’hui). En
effet, si nous calculons les 101 premiers termes de cette série, seul le premier chiffre apres la virgule de &
est exact.

> Série_Leibnitz:=Sum((-1) “n*(1/(2*n+1)),n=0..k);
Pi/4=value(subs(k=100,Série_Leibnitz));
4x1hs (%)= evalf (4*rhs(%));
k
(="

Série_Leibnitz == —
= 2n+1

. 2076129920762732578967087932119645342804559264402526868906969106922175141164675582890147
4 2635106162757236442495826303084698495565581115509040892412867358728390766099042109898375
T = 3.151493401

Avec Maple, convertissons 7 en fraction continue et calculons une réduite avec un nombre assez grand
de fractions partielles pour montrer que la série de Leibnitz en fraction continue est aussi « peu conver-
gente ». Alors :
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12
32
52
72
92
112
2+ -,

1+

2+

2+
2+
2+

Obtenons la réduite d’ordre 101.

> Digits:=10:
F:=[0,[4,1],seq([(2%k-1)"2,2] ,k=1..100)]:
Pi=value (Fcg(F,101));
“~=evalf (rhs(%));
F:='F':
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4

12
32
52
72
92
112
2+
2+ -,

1+

2+

2+
2+
2+

~ 8304519683050930315868351728478581371218237057610107475627876427688700564658702331560588

= 2635106162757236442495826303084698495565581115509040892412867358728390766099042109898375

3.151493401

Avec la réduite d’ordre 101, sans surprise évidemment, nous obtenons la méme valeur précédente
7 =3,151493401 et donc, seul le premier chiffre apres la virgule de 7 est exact.

Il y a d’autres développements de 7 en fractions continues généralisées qui présentent une certaine

«régularité » :

12 4
T=3+ 7 =2+ =2+ 13
6+6 2 1+l+ 3+4+ 33
+6 72 3-4 it 5.7
+6 92 4.5 it 7-9
+6 112 5-6 it 9-11
+ 132 6-7 11-13
6+ 1+ 44
6+-. I+ 4+

A T’article §142 (p.106), Euler expose aussi une maniére astucieuse d’étre « beaucoup plus conver-
gente ». C’est en partageant I’arc § = 45° en deux arcs a et b oli, a+ b = 7 via I’égalité

tang.(a+b) =1 =

1

tang.a+tang.b

1 —tang.a.tang.b
De 1a, Euler obtient 1 — tang.atang.b — tang.a + tang.b et donc tang.b —

1 —tang.a
1 +rang.a

Soit maintenant tang.a = 5 ; nous trouverons tang.b = %; alors les deux arcs a & b seront exprimés
par une série rationnelle beaucoup plus convergente que la précédente (celle de Leibnitz), & leur forme

donnera la valeur de ’arc %. Donc
1 1

1
&ec.

r—4d12 3257525 72 99
(I 1 1 1

&ec.

13 33253 737939

11 suffit de calculer la somme des 11 premiers termes de chaque série pour montrer qu’Euler a effecti-

vement raison. Cela permet d’obtenir sept décimales exactes.
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> 81:=Sum((-1)~(n)/((2*n+1)*2~(2*n+1)) ,n=0. .k):
S2:=Sum((-1)~(n)/((2*n+1)*3~(2*n+1)) ,n=0. .k) :

subs (k=10,4*(S1+52));
10 10
4 (771)” +4 i
— (2n+1)22n+1 - (2n+1)32n+1

evalf (value(%));
3.141592670

C’est ainsi que se termine ce paragraphe et le chapitre VIII (page 107).

Remarque

Encore de nos jours, la maniere tres performante d’approcher la valeur de 7 passe par les séries.

Formule de Srinivasa Ramanujan énoncé au début du XXe siecle :

1 2v2 s (4k)!(1103 +26390k)

T 9801 pord (k!)*396%

Cette formule donne 8 nouvelles décimales de r a chaque nouveau terme calculé.

Formule de David et Gregory Chudnovsky découverte en 1987 :

426880\/ 10005 13591409 +545140134k)
Z (k1)3(—640320)3*

k=0

Cette formule donne 14 nouvelles décimales de © a chaque nouveau terme calculé.

Euler donne ensuite la conversion de deux autres séries infinies converties en fractions continues infi-
nies dont ’'une a été obtenue a I’article §178. Jusqu’a présent, il n’a pas été encore question pour Euler
de convertir une fraction ordinaire en fraction continue. Euler aborde la question des fractions ordinaires

seulement a partir de I’article §381 a la page 315.

ExempleIll

Soit propofée la [érie infinie :
1 1 1 1
X=—— -+ - -+ &ec.
m m-4+n m-—4+2n  m-+3n

Acaufede A—m; B—m —+n; C =m +2n; &c., elle [e change en cette fraction continue,

X—— mm
mo = n 4+ (m—+n)?

2
" (m —+2n)

n + (m—+3n)?
n + &ec.

Et avec Maple :

> Liste:=[(LLatinesM[k]=LLatinesm[12]+(k-1)*LLatinesm[13])$k=1..9];
x=subs (Liste,Formule) ;

Liste . =[A=m,B=m+n,C=m+2n,D=m+3n,E=m+4n,F =m+5n,G=m~+6n,H=m+Tn,I =m—+8n]
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X = m2
m+ 3
(m+n)
n—+ 3
(m+2n)
n—+ 5
(m+3n)
n—+ 5
(m—+4n)
n-+ 3
(m-+5n)
on)2
n (m+ n7) i
)
d’out U'on conclud, en renverfant,
> value(1/%)+(-m=-m) ;
1 m?
S = 5
* (m+n)
n—+ 5
(m+2n)
n—+ 3
(m+3n)
n-+ 3
(m—+4n)
n—+ 5
(m+5n)
L (mt6n)
N (m+17n)?
n
ExemplelV.
Nous avons trouvé auparavant (§178.) I'équation :
7 cof. 1T 1 1 1 1 1
= + - + — &e.

nfin=t m n—m n+m 2n—m 2n-+m

Ainfi, nous aurons, pour former la fraétion continue,

> Liste:=[seq(LLatinesM[k+1]=(k+(k mod 2))/2*n+(-1)"(k)*m,k=0..8)];
(Pi*cos(m*Pi/n))/(n*sin(m*Pi/n))=subs(Liste,Formule) ;

Liste: =[A=m,B=n—m,C=m+nD=2n—mE=m+2n,F =3n—m,G=m+3n,H =4n—m,I = m+4n|

ﬂCOS(mT”) - 1
nsin(’"T”) N et m? i
—2m+n+ (n(—mJ)r )2
m+n
2m+ 3
ot (2n—m)
! (m+2n)*
2m+ 2
(3n—m)
n—2m+ 5
(m+3n)
2m—+ 5
(4n—m)
n—2m+T

Comme nous pouvons le constater, jusqu’a présent, Euler propose la conversion en fraction continue
infinie d’une série infinie obtenue précédemment sans son ouvrage. Il en est de méme pour la série suivante :



»156

§370. Sériex— - — - 1 ! ! !

A AB T ABC ABCD T ABCDE ~ ABCDEF &

S’il entre des fateurs continus dans la formation de la [érie propofée; qu’on ait, par exemple :

> FCG:=[0, [LGrecquesm[k] ,LLatinesm[k]]$k=1..9]:
TermesPremierType:=[op(1..9,FcgVersSérie(FCG,9))]:
Termes:=p->(-1)~(p+1)*1/product (LLatinesM[j],j=1..p):
x=sum(Termes (k) ,k=1..6)+ &c.";
x=sum(TermesPremierType [k] ,k=1..6)+ &c. :

11 1 1 1 1
A AB TABC ABCD " ABCDE ABCDEF

X + &ec.

on aura les égalités [uivantes :

> Rapport[1] :=Termes(1)=op(1,TermesPremierType) :
LettresGrecques[1] :=isolate(Rapport[1] ,LGrecquesm[1]):
for k from 2 to nops(TermesPremierType) do
Rapport [k] :=Termes (k) / (-Termes (k-1))=(op (k,TermesPremierType))/(-op(k-1, TermesPremierType)):
LettresGrecques [k] :=isolate(%,LGrecquesm[k]):
od:
k:='k':
NumérateursPartiels:=[LettresGrecques[1],LettresGrecques[2],seq(normal(subs(LettresGrecques[t],LettJ
— resGrecques[t+1])),t=2..8)]:
seq(print (NumérateursPartiels[t]),t=1..nops(NumérateursPartiels));

b
—
A
bc
P=351
_ Bed
"=B-nCc-1
dCe
9= (D—1)(C—1)
B Dfe
“E-HD-1)
Efg
&= (F-—1)(E—1)
- Fgh
~(G-1)(F-1)
Ghi
C=@Em-nG-1
L Hij
I—1)(H-1)

Soit donc :

> Choix:=[
b=A,
c=B-
d
e

1,
C-1,
D-1,
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e G B B 0g Hh

)
o

0ix,NumérateursPartiels);

[c=1,=A,y=B,6=C,e=D,{ =E,n=F,0 =G,1=H]|

Il [“enfuivra que :

> x=sum(Termes (k) ,k=1..nops(TermesPremierType))+ &c." ;
x=Fcg(FCG,nops (FCG)-1) :
subs ( [op(subs (Choix, sort (NumérateursPartiels))),op(Choix)],%);
Formule:=(rhs(%)): #Pour les exemples qui vont suivre

11 1 1 1 1 1 1 1
=4 AB TABC ABCD " ABCDE ABCDEF '« ABCDEFG ABCDEFGH '~ ABCDEFGHI
1

+ &ec.

X

T A
A+ =
B-1+ -
C—1+ -
D-1+ =
E-1+ =
F—1+ &
G—-1+ H
Exemplel

En fuppofant que e repréfente le nombre dont le logarithme — 1; nous avons trouvé auparavant

1 1 1 1 1
-—=1— =+ —— — &c
e 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4
ou:
1 1 1 1 1
1——=—-———+ - —+ &c.

e 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4

(Voir chapitre VII, Du Développement des Quantités exponentielles & logarithmiques en Séries, article

§123.:e*=1+7% + % + 1?23 —+ 1;434 —~+ &c.. En posant z = —1, nous obtenons la série alternée qu’Eu-

ler a écrit avoir trouvé auparavant.)

Cette [érie [era changée en fraction continue (infinie), en faifant :

> Liste:=[(LLatinesM[k]l=k) $k=1..9];
Propl:=1-1/exp(1)=subs(Liste,Formule) :
Propi;

Liste:=[A=1,B=2,C=3,D=4E=5F=6G="7,H=8,1=9]



