“n Résolution RP-2

© Pierre Lantagne
Enseignant retraité du Collége de Maisonneuve

* Ce document Maple est exécutable avec la version 2020.2

Y Initialisation

| > restart;
> wi t h(Li near Al gebra, BackwardSubstitute, Copy, Gaussi anEl i m nati on,
GenerateMatri x,
I dentityMatri x, Li near Sol ve, ReducedRowEchel onFor m
RowOper at i on, SubMat ri x) :

Y No. 1

a) Soit le systéme S suivant.

> S:=[ 2*x[ 1] +2*x[ 2] - 2* X[ 3] =5,
7*x[ 1] +7*x[ 2] + x[ 3] =10,
5*x[ 1] +5*x[ 2] - Xx[3]=5];

S=[2x +2x —2x3=57x +7x +x=10,5x +5x —x;=5]| 2.1)
E)) Obtenons la matrice augmentée A|B du systéme S.
> Vars: =[seq(x[i],i=1..3)]:
"[Alb] :=CGenerateMatrix(S, Vars, augnent ed=true);
2 2 =2 5
[Alb] =1 7 7 1 10 2.2)
55 -1 5

E) Obtenons pas a pas la forme échelon de la matrice A|B.
> ML: =RowQperation( [Ab] ,[2,1],-7/2);

22 -2 5
15

Ml=|0 0 8 ey (2.3)
55 -1 5

_> M2: =RowCper ati on( M, [ 3, 1], -5/2);

22 -2 5
00 § -1

M2 = 2 2.4)
00 4 -13
2

B M3: =RowCper ati on(M, [ 3, 2], -1/ 2);



(2 2 -2 5
00 8§ -1
M3 = 2 2.5)
00 0 -1
4

d) La derni¢re ligne de M3 montre clairement que le systéme a résoudre est une systéme contradictoire. Pour
voir, résolvons tout de méme avec une substitution a rebours.

> X=Backwar dSubst it ute( M) ;

FError, (in TLinearAlgebra:-BackwardSubstitute) inconsistent

| system
On s'y attendait. La matrice échelon précédente nous a confirmé effectivement que le systéme S est un

systéme contradictoire.
_[Z unassign('S ,"vars',' "[A bl ","M","M,"M,"X);

Y No.?2

a) Créons la matrice A.

> A=< <2,1,-3,1>|
<-1,2,1, 25|
<1,1,1, 35
<0, 2, 3, 1> >;
2 =110
1 2 1 2 1.1
A= .
-3 1 13 3-1)
1 2 31
> "[A I1d] :=<AlldentityMatrix(4)>;
2 =1 101000
U 1 2 120100 (3.2)
Id] = .
[Alld] -3 1 13 0010
1 2 3100 01
> A échel onnée_rédui t e: =ReducedRowEchel onForn( [A]l Id] ) ;
Looo 2 1B 71 5
47 47 47 47
0100 .2 10 9 7
47 47 47 47
A_échelonnée réduite = 3.3)
0010 L _16 5 17
47 47 47 47
000 1 14 15 10 13
47 47 47 47
> A inverse: =SubMatri x(A échel onnée_réduite, 1..4,5..8);
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S O O =

S o O

9 B3 7 5
47 47 47 47
2 10 9 71
47 47 47 47
A _inverse =
- 716 517
47 47 47 47
415 10 _13
47 47 47 47
f)
Vérification:
> A% A inverse = A A inverse;
2 B 7 5
7 47 47 47 47
SRR I IR [ R S
1 2 1 2 47 47 47 47
=3 1 13| | 7 _16 5 17
1 2 3 1 47 47 47 47
415 10 13
47 47 47 47
> A inverse% A = A inverse. A
9 B 7 5
47 47 47 47 )
210 9 7 2 7o
47 47 47 47 1 2 1 2
716 517 -3 1 13|
47 47 47 47 1 2 31
4 15 10 13
47 47 47 47
| |> unassign(' A, "[Ald] "," A échel onnée_réduite');
Y No.3
a) Soit le systeme S suivant.
> S [ x + 2%y - z = a,
-3*X - 3*y + 9*z = b,
4*x +10*y = c]l;
S:=[x+2y—z=a, -3x—3y+9z=b,4x+10y=c]
Générons la matrice augmentée de ce systeme.
> Vars: =[X,Y, z]:

S = O O

S = O O

oS o O

==

(3.4)

(3.5)

(3.6)

@.1)
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[ Al B] :=CGenerateMatrix(S, Vars, augnent ed=true);

1 2 —1 a
[AB] = | =3 =3 9 b 4.2)
4 10 0 ¢

:Obtenons la forme de Gauss de A|B.

> [ Al B] _échelon :=GaussianElimnation( [A B] );
1 2 -1 a
0 3 6 b+3a

[A|B] échelon := 4.3)

00 0 c—6a—%

b) Les conditions sur a, b et c afin que ce systéme soit un systéme compatible est que ¢ — 6a — % b=0.

¢) Dans ce cas, obtenons la valeur que devra prendre le parametre cen fixant a=1 et b= -3.

> a: =1:
b: =-3:
solve( [ Al B] _échelon'[3,4]=0,{c});

{c=4} “44)

Ainsi, avec a= 1, b= -3 et ¢ =4, le systéme est un systéme compatible avec une infinité de solutions.

Maintenant, formulons la matrice échelon du systeme avec les valeursde a=1,de b= -3 etde c=4.

> assign((4.4)) ;

> "[ Al B] _échelon’;
M =Copy (" [ Al B] _échel on’);
1 2 —1 a
0 3 6 b+3a

00 O c—6a—%

12 —1 1
M==|03 6 0 4.5)
00 0 0

*Remarque: La raison de faire une copie de la matrice * [A|B] échelon est que I'objet Matrice ne
posséde pas la caractéristique last name evaluation de la plupart des objets Maple. C'est de par son mode
de stockage d'un objet de type Matrix que la matrice * [A|B] ° et donc aussi la matrice résultat * [A|B]
__échelon’ qui conservent les informations symbolique a, b, et c méme apres avoir effectué ultérieurement
des assignations numériques a ces parametres.

[> op(2, [ A B] _échelon');
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op(2, M;
{(1,1)21,(1,2)22,(1,3)=—1,(1,4)=a, (2.2) =3.(2.3) =6, (2.4) =b+3a, (3.4) =¢

6o 2]
3

{(L1)=1(1,2)=2,(1,3)=—1,(1,4)=1,(2,2) =3,(2,3) =6} 4.6)

Le résultat précédent le montre bien. Au moment de la sauvegarde de la matrice M avec la macro-commande
Copy, Maple crée cette matrice avec des entrées conforment aux contenus respectifs des paramétres a, b, et c.

Obtenons directement 1'ensemble-solution avec la macro-commande BackwardSubstitute appliquée sur
la matrice M et non pas sur la matrice * [A|B] échelon’ elle-méme.

> Sol ution: =Backwar dSubstitute(M;
1 +5_10,
Solution = -2 _10, 4.7
10,

Renommons la variable systeme 8, par ¢.

> convert (Vars, Vector)=subs(_tO[ 1] =t, Sol uti on);

X 1+5¢
y|=| -2t 4.8)
z t

Réponse: E.-S.= { (x,3,z) "|x=1+5¢,y=-2t,z=toutER}.

> unassign('S',"vars',' '[A B ', [A B _échelon',"a ,"'b',"M,"Racine'
‘c',"Solution");

Y No. 4

a) Créons la matrice des coefficients du systeme a résoudre.

> A=< <2| 2| 1] 7>,

<1| 1| 2| 8>,
<1| 1] 0] 2> >;
2.2 1 7
A=|11 2 8 5.1
I 1 0 2

b) Créons la matrice (vecteur) colonne des constantes.

> b:=<-6,0,-4>;
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b= 0 (5:2)

¢) Obtenons directement 1'ensemble-solution avec la macro-commande Li hear Sol ve.

> Sol ution: =Li near Sol ve( A b);
[ 4— 1, -2 11, |
_th

Solution = (5.3)

Remplagons les variables systemes _t/, et _t/, parr et s respectivement. Documentons également la zone des

résultats avec la matrice colonne des inconnues.

> X =<X,VY, Z, W
X=subs(_t1[ 2] =r, t1]4]=s, Sol ution);
x| [ ca—r—2s ]
y v
= 54
z 2—3s (54)
w S
Réponse: E.-S.= { (x,y,z,w) ' |x=-4—r —2s,y=rz=2—3s,w=sous,t ER}.
_|:> unassign('A","'b","Solution',"'X);
Y No. S
a) Soit le systéme S suivant
>S=[ x+ y-z+ w=1,
ar*x + y +z + w = b,
3*x + 2%y + a*w = 1+a];
S=[x+y—z+w=lax+w+y+z=baw+3x+2y=1+a] 6.1

E}énérons la matrice augmentée A|B de ce systeme.
> Vars:=[X,Y,Z,W:
"[Al B] :=CGenerateMatrix(S, Vars, augnent ed=t rue);
1 1 —1 1 1
[AB]==|a 1 1 1 b (6.2)
32 0 a l+a

E)btenons la forme échelon de Gauss pour alimenter notre réflexion.
> [ Al B] _échelon:=GaussianElimnation( [A B] );

(6.3)
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1 1 —1 1 1

01— 1+ 1 - b—

[A|B]_échelon = ¢ ¢ ¢ , ¢ (6.3)
0 2(-2+a) oag @ —2a—b+2

-1+a -1+a

Eiommengons l'analyse de ce systéme avec a = 2.
> a: =2;
Copy( [ Al B] _échel on™);

0 -1 3 —1 b-2 (6.4)
00 0 0 -b+2

Clairement, si b # 2 lorsque a = 2, le systéme est contradictoire. Donc, si a = 2, il est nécessaire que b = 2
pour que ce systéme soit un systéme compatible (infinité de solutions).

Traitons ensuite le cas ou a # 2.
> unassign('a'):
"[ Al B] _échel on”: =Gaussi anEl imi nation( [A B] );

1 1 —1 1 1
01— 1+ 11— b—
[A|B]_échelon = . . . , . 6.5)
0 2(-2+a) D4, @ —2a—b+2
-1 +a -1 +a

[ > Sol ut i on: =Backwar dSubst i t ut e( (6.5)) ;

a_t2,—a+b—2_12
-2+a
& 2 —d +a 12 —2a+3b—6_12,+2
Solution = 2(-2+a) (6.6)
& 2 —d —3a 12, +2a+b+2 12, =2
2(-2+a)
_12

B convert (Vars, Vector) =subs(_t 2[ 1] =s, (6.6)) ;

as—a+b—2s
-2+4a
x
’ ds—d t+as—2a+3b—6s+2
- 2(-2+a) 6.7)

z

ds—d —3as+2a+b+2s5s—2

LW 2(-2+a)

N
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Clairement, si a # 2, ce systéme est un systéme compatible avec une infinité de solutions et ce, quelque soit
la valeur de b (w est ici libre).

En résumé, si a = 2, il faut que b =2 aussi afin d'avoir un systéme compatible (sinon, le systéme sera

contradictoire),
si a # 2, le systéme est compatible quelque soit la valeur de b.

b) Obtenons I'ensemble-solution lorsque a = b = 2.
> a:=2:b:=2:
M =Copy( [ Al B] _échel on™);

M=|0 -1 3 —10 (6.8)

> Sol ution: =BackwardSubstitute(M;

313, — 13,
Solution = (6.9)
13,

13,

B convert(Vars, Vector)=subs(_t3[1]=r, t3[2]=s,(6.9);

X 1—2s
y 3s—r
= (6.10)
z S
v r

Réponse: E.-S. = { < x,y,z, w > t|x=1—25,y=3s—r,z=s,w=rof1s,t€ R}

[> unassign('S ,"Vvars',' "[ABl"'," [AB_échelon ', "a ,"'b","Solution'):

X5 X 3

> Systene: =[ 1+x[ 1] +x[ 2] =6,

X[ 3] +2+x][ 4] =6,

X[ 5] +x[ 6] +3=6,

1+x[ 3] +x[ 5] =6,

x[ 1] +2+x[ 6] =6,

X[ 2] +x[ 4] +3=6,

X[ 5] +2+x[ 2] =6] ;
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+3=6,x5+2+x,=6]

> Vars: =[x[ 1], x[ 2], x[3],x[4],x[5],x[6]];
"Al B := GenerateMatrix(Systéme, Vars, augnented=true);
Vars := [xl,xz,xg,x4,x5,x6]

1

10000 5|
0011004
0000113
AB=]0010105
10000 1 4
0101003
(010010 4|

> "AlB_& : =ReducedRowEchel onForm( " A B");

10000 1 4]
01000 —1 1
00100 —1 2
ABGI=|00010 1 2
00001 1 3
00000 0 0
(00000 0 0|

> Sol ution: =BackwardSubstitute( Al B Gl");

[ 4— 14, |
1+ _t4,
2+ t4,

Solution =

4,

[ > convert(Vars, Vector)=subs(_t4[1] =s, (7.4));
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Systeme = [1 +x+x%=0x+2+x=6x+x+3=61+x+x=6x +2+x=0x,+x, (7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

Page 9 de 14



a 45 ]

%2 1+s

X3 _ 2+s 15)
Xy 2—ys

Xs 3—%

X §

1 4—s5s 1+s
On trouve donc une infinité de carrés magiques de laforme | 2+s 2 2 —s |. Par exemple, obtenons-

3—5 S 3

en deux en posant s =1 et s = 2.

o] 132
) 27 1=13 2 1
20?703 | _2 1 3
et
1 A 1 23
2 =420
2073 _1 23
I x 3
b)| X 2 X
x4 x5 x6
> systene: =[ x[2]+2+x[3] = 1+x[1] +3,
X[ 4] +x[ 5] +x[ 6] = 1+x[ 1] +3,
1+x[ 2] +x[ 4] = 1+x[ 1] +3,
X[ 1] +2+x[ 5] = 1+x[ 1] +3,
3+x[ 3] +x[ 6] = 1+x[ 1] +3,
1+2+x[ 6] = 1+x[ 1] +3,
X[ 4] +2+3 = 1+x[ 1] +3];

Systéme == [x, +2 +x3=4 +x, %, t x5 +x =4 +x, 1 +x5, +x,=4+x,5 +2+x=4+x,3 (7.6)
+X3 F X =4 +x,3+x=4+x,x+5=4+x]

> "AB := CenerateMatrix(Systene, Vars, augnented=true);

(7.7
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A|B =

> convert (Vars, Vect or) =(7.9),

On trouve donc un unique carré magique.
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A|B_GJ =

S O O o o O

1

0
0
0
0

0

S O O O O

S = O O O

0
0
1

0
0
0
0

Solution =

1

9

oS o O

—

S O o = O O O

[a——

S BN

0
1
0
0
0

S B~

(1.7

— N W RN

> A B & : =ReducedRowEchel onForm( " Al B ) ;

00 2]
00 4
00 0
00 1 (7.8)
10 2
01 3
000

B Sol uti on: =Backwar dSubstitute( A|B G );

(7.9)

(7.10)

1 2 3

4 20

1 23
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1 X, 3
o 2 x x

Xy X5 Xg
> Systeéene: ={ 2+x[ 2] +x[ 3]
X[ 4] +x[ 5] +x[ 6]
1+2+x][ 4]
X[ 1] +x[ 2] +x[ 5]
3+x[ 3] +x[ 6]
1+x[ 2] +x[ 6]
X[ 4] +x[ 2] +3

AlB =

A|B_GJ =

B convert (Vars, Vect or) =(7.14);
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1+x[ 1] +3,
1+x[ 1] +3,
= 1+x[ 1] +3,
1+x[ 1] +3,
= 1+x[ 1] +3,
1+x[ 1] +3,
1+x[ 1] +3};

0
—1
—1
-1
-1

| 1

1

0
0
0
0
0
0

1 0

+tx=4+x,%+x+3=4+x,x +x +x6=4+x1}

0

1 0010

0 0
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0

Solution =

0 0
1 0
0 0
0 0
1

1

> A B & : =ReducedRowEchel onForm( " Al B ) ;

0 0
00
00
1

0
0 1
0 0
0 0

> Sol ution: =BackwardSubstitute( Al B GI");

—4 ]

0
0
1

> "AB := CGenerateMatrix(Systeéne, Vars, augnented=true);
-1 00

1
4
2
1
3

I
4 Jd

Systeme = {3 +x;=4+x,1 +x, +x=4+x,3+x +x=4+x,x+5 +x=4+x,5+2 (7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)
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X[ 2] +2+x] 6]
1+3+x[ 6]
X[ 4] +3+x][ 2]
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1+x[ 1] +x[ 2],

1+x[ 1] +x[ 2],

1+x[ 1] +x[ 2] };

Systeme = {4 +x=1+x +x,5 +5=1+x +x,l +x+x,=1+x +x,x +3+x5=1 (7.16)

> Al B _ & : =ReducedRowEchel onForm( " Al B")

X 4
K 0
X3 -2
Xy | 3
—1
.x6 N
On trouve un unique carré magique.
1 73 1
2 7 =2
AN AN -3 4
I x x
| x 3 2
Xy X5 Xg
> Systene: ={ x[ 3] +3+2 = 1+x[ 1] +x[ 2],
X[ 4] +x[ 5] +x[ 6] = 1+x[ 1] +x[ 2],
1+x[ 3] +x[ 4] = 1+x[ 1] +x[ 2],
X[ 1] +3+x[ 5] = 1+x[ 1] +x[ 2],

(7.15)

+X F X0 F2+x=14x +x,05 +x +3=1+x +x,x txgtx=1+x +x}

> "AB := CGenerateMatrix(Systeéne, Vars, augnented=true);

-1 0 0100 —2]
0O -1 00 1 0 =2
-1 0 0 0 0 1 —1

AB=| -1 -1 10 0 0 —4 (7.17)

-1 -1 0 0 0 1 =3
-1 -1 1 1 0 0 0

i -1 -1 01 1 1 1
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A|B_GJ =

S O O o o O

B convert (Vars, Vect or) =(7.19);

On trouve donc un unique carré magique.

7203
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S O O O O

1

A ANERPA

- O

0
0
0
0

Solution =

wn O A~ A~ D O S o o = O o O

S R T S T e )

B Sol uti on: =Backwar dSubstitute( AlB & );

00 6|
00 2
00 4
00 4 (7.18)
10 0
015
00 0|
(7.19)
(7.20)
1 6 2
43 2
405
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