Y& Techniques d'intégration (partie 3 de 5)
Substitutions trigonométriques

© Pierre Lantagne
Enseignant retraité du College de Maisonneuve

Ce document est une révision de celui produit en 2003. L'objectif principal de cette feuille Maple est de rendre
1'éléve apte a transposer en Maple la technique d'intégration par substitution trigonométrique. Cette transposition
sera réalisée avec certaines macro-commandes de la sous-bibliothéque Calculus] de la bibliothéque Student.

Les exemples développés dans ce document illustreront la maniere d'obtenir l'intégrale indéfinie de deux fagons:
—une premiére fagon consistera a obtenir directement 1'intégrale indéfinie avec la macro-commande int de la
bibliothéque principale, question d'observer le mécanisme de la simplification automatique de Maple.

—la seconde fagon, quant a elle, consistera a faire un développement pas.a pas. Un tel développement sera
réalisé selon les régles d'intégration Rule de Studend{CalculusI].

Pour compléter tout développement pas a pas, la derniere étape consistera a faire une vérification de la réponse
finale par dérivation.

Attention:
—S'assurer que la rubrique « Afficher les étiquettes des équations » soit cochée: voir menu Outils —
Options... — Affichage.

—S'assurer que le préfixe de numérotation d'€tiquiettes soit initialisée a 1 avec un schéma de numérotation
séquentielle: voir menu Format — Etiquettes d'équation (L) — Affichage des etiquettes... (L).

Format d'étiquettes x

Préfixe de numératation d'étiquettes |
Schéma de [étiguette de numérotation |Numérotation séquentielle -

o 9

— L'insertion d'une étiquette est obtenu avec le raccourci « ctrl + 1 » (1 pour label en anglais).

Bonne lecture a tous !

* Ce document Maple est exécutable avec la version 2020.1

Y Initialisation

> restart;
wi t h( Student [ Cal cul usl], Rul e, I nt egrand) ;
i nfol evel [ Student[ Cal cul us1]]: =1:
[ Rule, Integrand | €))

Assurance que les étiquettes des équations soient affichées.
> interface(l abelling=true)
true (2




Réglage de l'affichage pour les variables conditionnées.
> wi th(Typesetting):
interface(typesetting=standard); #niveau de conposition Mple
St andar d
i nt erface(showassuned=2); # Vari abl es avec suppositiosnChrase
extended, | extended |

2 3

Y Intégration par substitution trigonométrique

Lorsque l'intégrande renferme la forme +/ o — 3 (a>0) on pose habituellement x = a sin( 9) avec

dx =acos(0)d6. En conséquence\/az—x2 =\/a2 (1 —cos(e)z) =\/ d* (cosz)(e) =alcos(0)| (a

>0).

Le domaine de définition de +/ @t — i (a>0) étantxE [ —a,a], il faut que —a <asin(0) < a, soit -1 <

sin(@) < 1. C'est le cas lorsque 8 € [ - %, % } et donc, dans cet intervalle cos(0) > 0.

= J a®> —x* =acos(8) et, pour la substitution a

x=asin(0)

T
272

Ainsi, pour 6 € | - N ad —X

[ x
rebours, 6 = arcsm[ = ) .
a

Lorsque l'intégrande renferme la forme +/ L —a’ (a>0) on pose habituellement x = a sec ( 9) avec

dx =asec(0) tan(0)d6. En conséquence\/x2 —d :\/a2< sec(e)2 — 1) :\/ d* (tanz) (8) =
altan(0)| (a>0).

Le domaine de définition de +/ L—d (a>0) étantx€ ]-0,-a ] U [ a,0[, il faut que asec(0) <-a ou
asec(0) >a. Soitsec(0) <-1ou sec(0) >1.
T

C'est le cas lorsque 6 € [O, E U %, .

Ainsi,

*pour 6 € [O, % [ , x2 — a2 = ./ x2 — a2 =a tan( 9) et, pour la substitution a rebours,
x=asec(0)

a
0=arccos| — |.
X

2

b4 U
*pour 0 € E,n , =X — a2 =-a tan( 9) et, pour la sunstitution a rebours,
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6=arccos(1).
X

Avec la substitution trigonométrique x = asec(8) , il faudra donc étre trés circonspect quant au mécanisme de
la simplification automatique de Maple. En effet, pour obtenir une simplification appropriée, il est nécessaire
de conditionner la variable 0, sinon cela pourrait causer quelques problémes de développement dans R.

¥V Simplification conditionnelle de x =asec(0)

> theta:="theta';

0:=0 )
=> Formul e: =sqgrt (x"2-a"2);
Formule ==+ -d* +x* )
=> subs(x=a*sec(theta), Formul e);
J i+ dsec(8)’ (6)
=> sinplify((6)) assum ng(a>0);
sin(0)” @)
cos(8)”
=> simplify((7) assuning(theta, Real Range(0, Open(Pi/2)));
% @®)
=> sinplify((7) assum ng(theta, Real Range( Open(Pi/2),Pi));
cos(0)

Lorsque l'intégrande renferme la forme +/ & +x° (a>0) on pose habituellement x = atan( 6) avec

dx=asec2(6) d6. En conséquence \/ &+ :\/az( 1 +tan2(9)) :\/ @ (secz) (8) =alsecO)] (a
>0).

Le domaine de définition de +/ a + 3 (a>0) étant R, il faut que atan(8) € . c'est-a-dire que tan(0) €
T

R. Clest le cas lorsque 6 € }— %, S|

—%,%[,\/ az—l-x2

rebours, 6 = arctan[ X ) .
a

= Jd*+x* =a sec(0) et, pour la substitution a

x=atan(0)

Ainsi, pour 0 €
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Note: On pourra faire cette substituion lorsqu'on a une forme &+ sans radical dans l'intégrande.

2 2 2
Par contre, en posant la substitution algébrique x= — atu (a>0) avec dx = 4" gu.
2u 2 u2
a2 + u2
Ainsi, puisque x =- S est définie pouru € R\ {0}, xI'est en particulier pouru € \ ]-a, a[ . D'autre
u

a +u N .

part u— - —— est 1njective. ainsi
2u
2 2 /2 2 2 (a2 + uz )2
u€ N J-aal,Vx —a =X —a = -4 + — =
24w 4u
2u

La technique d'intégration par substitution trigonométrique est en fait une technique d'intégration par
changement de variables. Les régles d'intégration Rule de la bibliothéque Student/Calculus1] serviront donc a
réaliser une substitution trigonométrique dans une intégrale indéfinie (Voir document Maple Changement de
variables). Cette technique de changement de variables consiste a reformuler la différentielle de départ en
termes de fonctions trigonométriques plus facile a intégrer.

En plus d'aborder la technique d'intégration par substitution trigonométrique, ce document-ci sera 'occasion
d'expérimenter un nombre accru de macro-commandes dédiées a la simplification sur demande. A ce niveau,
la transposition dans Maple de la technique d'intégration par substitution trigonométrique exige un niveau de
compétence assez ¢levé dans la simplification sur demande. En plus de la connaissance des macro-commandes
habituelles dédiées a la simplification sur demande, la connaissance de plusieurs identités trigonométriques de
base est nécessaire.

\ 4 Exemple 1
2
Calculons l'intégrale indéfinie | ——>—— dk.
J 36 —x
Question d'observer le mécanisme de la simplification automatique, commengons par obtenir directement
2

. o e X
avec la macro-commande int, 1'intégrale indéfinie | ———— dx.

J 36 — 2

Pour bien documenter les prochains développements, créons d'abord une fonction f (avec I'opérateur
fleche) dont la régle f(x) sera l'intégrande.
> f.=x->x"2/sqrt(36-x"2);
2
PN S (10)

v 36 —x2

Pour que l'intégrale indéfinie puisse s'afficher dans la zone des résultats avec une notation mathématique
habituelle, utilisons la forme inactive de la macro-commande int. De plus, donnons le nom Probléme a
l'intégrale indéfinie.

> Probl ene: =l nt (f(x),x);

aan
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2
X

J - +36
Obtenons directement cette intégrale indéfinie avec la macro-commande value. Assignons le résultat au
nom primitive.

> primtive: =val ue(Probl ene);

primitive == —% xy ¥ +36 +18 arcsin( % x) 12)

I_Kappelons que pour obtenir I'ensemble de toutes les primitives, il faut gérer manuellement la globalisation
des constantes d'intégration. Ajoutons donc une constante C d'intégration.
> Rép_Mapl e: =Probl enme=primtive+C,
2
Rép Maple = | ——>—— dx= - % xyJ - +36 +18 arcsin( % xj +C 13)
2
Jy X +36

Probleme :=

dx an

Intégrons maintenant en effectuant un développement pas a pas jusqu'aux modé¢les de base. Rappelons-
nous 1'énoncé de l'intégrale indéfinie a calculer.

> Probl ene;

2
e — (14)
I =% +36
x2 T T
Intégrons | ————— dx par substitution trigonométrique. Posons x =6 sin( 9) avec 6 € |- >
2
36 —x

> Rul e[ change, x=6*si n(theta), t heta] ((14));
Creating problem #1

Applying substitution x = 6*sin(theta), theta = arcsin(1/6*x) with dx =
6*cos(theta)*dtheta, dtheta = 1/(-x"2+36)"(1/2)*dx

2
[X— dx=J36 sin(6)” 6 (15)
I - +36

Nous avons a intégrer une puissance paire de sinus. Réécrivons (14) a 1'aide de 1'identité

sin(9)2= 1—0025(29)
_> Rule[rewite,sin(theta)®2 = (1-cos(2*theta))*(1/2)]((15));
2 .
X de= ‘(—1800s(29) +18) do (16)
I =¢+36 ‘
> Rul e[ suni ((16)) ;
2 .
— X - [(—18cos(2e)) d6+‘18 a8 a7
J ¢ +36 ‘ ‘
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B Rul e[ change, u=2*t het a] ((17)) ;

du = 2*dt heta

{L te= [(~9cos(u)) cu+ [18 co

J ¢ +36

(> Rule[ c* ]((18);
dx=-9 (Jcos(u) du) +‘[18 a0

B Rul e[ cos] ((19)) ;

2
X

dr= -9sin(u) +‘18 a0
- +36 ‘

B Rul e[ const ant] ((20) ;

2
X

I -2 +36

> Rul e[revert] ((21));
Reverting substitution using u = 2*theta

dx=-9sin(u) + 186

2
(x— dx=-9sin(260) + 186

J - +36

> Rul e[revert] ((22));
Reverting substitution using theta = arcsin(1/6*x)

2
— L k= —lx\/ —x2+36 +18arcsin(Lx]
[ 2 2 6

. -xX + 36

> Rép_fi nal e: =23)+(0=C);
2

Rép_finale ==Jx— dx= —%x\/ - 436 + 18arcsin(%x) +C
2
v X +36

> Diff(rhs(Rép_finale),x)=diff(rhs(Rép_finale),x);
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Appl ying substitution theta = 1/2*u, u = 2*theta with dtheta = 1/2*du,

(18)

19)

(20)

(e3y

(22)

(23)

(24)

(25)
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,) 2
a(_ (—%x\/ 436 +18arcsin(%x) +Cj =—%\/ 436 +%x— 25)
x J - +36

18
J - +36

éimpliﬁons le membre de droite.
> " =normal (rhs((25)));

+

2
-—= (26)

J -2 +36

Cette derniere expression est bien l'intégrande de Probléme. En effet,

> | ntegrand(Probl éne)[1];
2
X @7

J - +36

\ 4 Exemple 2
X
Calculons l'intégrale indéfinie J’ze— dx.
4e°" 49

Remarque: Cette intégrale indéfinie est celle de l'exemple 6 du document « Techniques d'intégration par
chamgement de variables (partie I de 5) ».

Avec Maple directement.
> f:=x->exp(x)/ (4*exp(2*x)+9);

X

€
f = x— —Zx (28)
47 +9
Posons l'intégrale indéfinie a calculer.
> Probl ene: =Int (f(x), x);
X
Probleme = % dx 29)
J4e+9

Obtenons maintenant cette intégrale indéfinie avec la macro-commande value. Assignons le résultat au
nom primitive.
> primtive: =val ue(Probl ene);

primitive ‘= 1 arctan[ 2 ex) 30)
6 3
> Rep_Mapl e: =Pr obl eme=primtive+C
X
Rép Maple := 26— dx= i arctan( 2 exj +C 31
46 +9 3

Maintenant, avec un développement pas a pas jusqu'aux modéles de base. Rappelons-nous 1'énoncé de
I'intégrale indéfinie qu'on cherche a obtenir.

> Probl ene;
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X
€

— x (32)
4gx+9

Le dénominateur de l'intégrande est de la forme &® + . Posons la substitution trigonométrique

ex=Moﬁ6 S }0,% (car € > 0)

B Rul e[ change, exp(x) = 3*tan(theta)*(1/2)]((32);
Creating problem #2

Applying substitution x = 1n(3)-In(2)+In(tan(theta)), theta = arctan
(2/3*exp(x)) with dx = (1+tan(theta)”2)/tan(theta)*dtheta, dtheta = 2/3*
exp(x)/ (4/9*exp(x)"2+1) *dx

. i
R = ‘i a0 (33)
J 4 +9 6
B Rul e[ const ant] ((33)) ;
¢ 1
— &k=-96 (34)
46 49 6

Ayant posé €' =

3tan(0)
2

manuellement une constante d'intégration.

> Rul e[revert] ((34));
Reverting substitution using theta = arctan(2/3*exp(x))

. - 2¢" _
, effectuons a rebours la substitution 6 = arctan[ Te ] et ajoutons

- 1 2
26— dx= — arctan( = ex) @35)
J4e+9 6 3

(> Reép_final e: =(35y+( 0=C) ;
X
Rép_finale := 2e— dr= L arctan[ 2 ex) +C (36)
467 +9 3

Verification de la réponse finale par dérivation.
> Diff(rhs(Rép_finale),x)=diff(rhs(Rép_finale),x);

,(_) (l arctan(g exj +Cj -1l e 37
x L6 3 9 i(ex)2+1
9
5 s mpl i fy(rhs(@37));
__ ¢ (38

4gx+9

Cette derniere expression est bien l'intégrande de Probléme. En effet,
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> | ntegrand(Probl éne)[ 1];

€
— 39
43x+9

\ 4 Exemple 3

3x° —4
Calculons l'intégrale indéfinie | ——— dx.

N x2—9

Remarque: Le calcul de cette intégrale indéfinie présente quelques difficultés de simplification. Mais, le
développement pas a pas est enrichissant a plusieurs points de vue. En particulier, cet exemple permet de
constater que le mécanisme de simplification automatique de Maple n'est pas adapté pour l'analyse dans
les réels. Tous les calculs de Maple sont faits sur le corps des nombres complexes. Méme lorsqu'on utilise
les requétes de la sous-bibliotheque Calculusl (dont les développements sont, en principe, faits sur le
corps des réels) le mécanisme de la simplification automatique ne donne pas, parfois, un résultat attendu
dans les nombres réels. En particulier, l'abscence de l'utilisation de la valeur absolue dans le mécanisme
de la simplification de Maple est approprié par l'analyse complexe mais nous est problématique en
analyse réelle.

Voici quelques exemples illustrant la problématique que pose dans R les régles du mécanisme de la
simplification automatique.

Soit la fonction f définie pas f(x) = Jxrl . 1l est claire que le domaine de fest |1,00[
x—1

> fi=x->sqrt(x+1)/sqrt(x-1);
fmxo XL (40)
vx—1
Observez la simplification automatique de f(4).
> f(-4);

EENE] @1

Par contre, le macro-commande eval appelle une substitution sans simplification automatique dans C...
presque car il y a eu rationalisation automatique du dénominateur dans le cas de valeurs numériques.

> eval (f(x),x=-4);

—% NN “2)

Bien siir, la réduction du résultat imaginaire (42) est un nombre réel.

La macro-commande plot appelle aussi une simplification automatique dans C.
> plot([x,f(x), x=-4..4]);
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

o

Evidemment, dans R, il ne peut y avoir de tracé pour x < 1.

Méme l'utilisation d'un environnement réel ne bloque en rien la réduction (simplification) automatique
dans C.

> use Real Domain in plot([x,f(x), x=-4..4]) end use;

Autre exemple. On connait bien le modéle de base Jl dx=In(|x) + C.
x

> Int(1/x,x)=int(1/x,x);
Jl de=1In(x) 43)
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Ce n'est pas une erreur... pour Maple. On est dans C et non pas dans R.

> Int(sec(theta),theta)=int(sec(theta),theta);
lsec(e) dezln(sec(e) +tan(9)) (44)

Ce qui ne correspond pas au modéle vue en classe (dans R).

Il arrive tout de méme parfois que Maple nous rappelle qu'on est dans C. On connait bien 1'identité

JZ =1

_> X:="x":
simplify(sqrt(x"2));

csgn(x)x (45)
Oups!
> use Real Domain in sinmplify(sqrt(x”2)) end use;

RY (46)

(> (-8)7(1/3);

(-8)'? (47)

1
)~ correspond a la racine cubique principale de -8 qui est une valeur imaginaire. Par
1

L'écriture ( — 8

contre, dans R, ( — 8) )
> use Real Domain in (-8)7(1/3) end use;

-2 48)
35 —4
Intégrons maintenant directement =X =2 dx, question d'observer la simplification automatique de
N =9
Maple.
> fi=x->(3*x"2-4)/sqrt(x"2-9);
355 —4
f =y - (49)

N, x2—9

i)onnons le nom Probléme a l'intégrale indéfinie qu'il faut obtenir.
> Probl ene: =Int (f(x), x);

L2

de (50)
[2

JN X =9

Obtenons maintenant cette intégrale indéfinie avec la macro-commande value. Assignons le résultat au
nom primitive.
> primtive: =val ue(Probl ene);

primitive == %x\/ Y-9 + % ln(x + -9 ) (51)

Probleme =
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> Rep_Mapl e: =Pr obl eme=prin tive+C
2

Rép Maple := X -4 dx= %x\/ +-9 4 % ln<x+\/ o ) +C (52)
2
JNX =9

ATTENTION: Il revient toujours a I'utilisateur de surveiller le mécanisme de simplification automatique.
Sur le domaine (réel) de définition de l'intégrande, ce résultat n'est pas valide. En effet, le domaine de

19ln(x+\/x2—9)

2

définition de l'intégrande est R \ [ — 3, 3] et on remarque facilement que n'est pas

réel pour x <-3.

Bref, stirement que la primitive obtenue directement (51) en est une pour seulement x > 3. Qu'en est-il
pourx < —37?

Maintenant, allons-y avec un développement pas a pas jusqu'aux modeles de base. Rappelons-nous
1'énoncé de l'intégrale indéfinie qu'on cherche a obtenir.

> Probl ene;

L2

33X -4 dx (53)
2
X —9

o . o \ T
Effectuons une substitution trigonométrique en posant x = 3 sec ( 6) ouo e [0, g [ U > .

B Rul e[ change, x=3*sec(t heta)] ((53));
Creating problem #3

Appl ying substitution x = 3*sec(theta), theta = arcsec(1/3*x) with dx =
3*sec(theta)*tan(theta)*dtheta, dtheta = 3/x72/(1-9/x"2)"(1/2)*dx

3x2—4

J x2—9

Nous avons vu que la substitution x = asec(8) nous améne a une simplification conditionnelle de

de= [(27sec(e)3—4sec(e)) a6 (54)

N Y —d . Ce qui n'a pas été pris en compte dans la substitution précédente. Nous devons donc faire un
développement pas a pas autrement qu'avec les régles de Student| Calculusl |.

Effectuons donc manuellement la simplification conditionnelle cette substitution trigonométrique.

> int égrandet het al: =eval (I nt egrand(Probl éne), x=3*sec(theta))[1];
2
intégrandethetal = 27sec(0)” —4 (55)
9sec(9) g 9
Eialcul de la différentielle dthetal.
> dthatal: =di ff(3*sec(theta),theta);
dthatal == 3sec(0) tan(0) (56)
E\Iouvelle intégration.
> I nt(intégrandet hetal*dthatal,theta);
(57)
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A3(27sec(6)2—-4)Sec(e)tan(e) © 7

9sec(6)2—9
B al gsubs(sec(theta)”2-1=tan(theta)”2,(57);

1 \/Etan(e) sec(e) (27tan(9)2+23)

; 0 (58)

tan(e)2

Simplification conditionnelle pour 8 € }0, % [ .

> Intégrale_1:=sinplify((58) assum ng(cos(theta)>0, sin(theta)>0);

2
Intégrale 1 := - 4cos(6) ;27 de (59)
cos(0)

Simplification conditionnelle pour 6 €

T
E,TC .

B Intégrale_2:=sinplify((58)) assumi ng(cos(theta)<0, sin(theta)>0);
4cos(9)2—27

Intégrale 2 := 3 de (60)
cos(0)
Zl"rouvons Intégrale 1.
> |Intégral e l=expand(Intégrale 1);
) .
~ {4005(9) ;27 ol =_ 4 i - a0 (61)
) cos(0) . cos(8) cos(0)

> " =al gsubs(cos(theta)”(-1)=sec(theta), rhs((61)));
= —(‘(—27sec(9)3+4sec(6)> de) (62)

> " =expand(rhs((62))); ,
=27 (Jsec(ﬁ)3 dG) —4 (Jsec(e) dG) (63)

On reconnait le mod¢le lsec( 0) e, par contre, [ sec(0) . d6, sans étre un modele de base, il est

commode de retenir cette intégrale, ce qui nous €vite de devoir 1'obtenir encore et toujours en intégrant pas
arties.

> val ue((63));
= % see(0) tn(0) + % In(sec(0) +tan(0)) ©

Les résultats ne correspondent pas a ceux retenus en classe diis au mécanisme de la simplification
automatique (MSAM). Corrigeons la situation.

> op(1,0p(2,(64));
op( 1, 0p(2,0p(2,0p(2,(64))));
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% sec(0) tan(0)

sec(0) +tan(0) (65)

(> subs(op(1, 0p(2, (64))) =abs(op(1, op(2, (64))) , (64));
- 277 |sec(0) tan(0)| + % In(sec(6) +tan(6)) (66)

> subs(op(1, 0p(2, op(2, 0p(2, (64)))))=abs(op(L, op(2, 0p(2, op(2, (64)))))).
(66)) ;

27

2

|sec(0) tan(0)| + % In(|sec(8) +tan(0)]) 67)

Effectuons la substitution a rebours 6 = arccos ( 3 ) .
X

B eval ((67), t het a=arccos(3/x));
_3 |x|2 1 — 9 + 19 In 1
2 2 2 3

> " =sinplify(rhs((68)) assum ng x>3;

:%x/Tz_g_%m(g)+%1n(x+\/x2—9) (69)

9
X+ 1—x—2xU (68)

> Rép_final e_1: =Probl énme=r hs((69)) +19*| n(3) *(1/ 2) +C1;

2
Rép finale 1= {M dx= %xx/ 4-9 + % ln<x+\/ -9 ) +ClI (70)

. x2—9

Simplification conditionnelle pour 6 € }O, % [ .

Trouvons Intégrale 2.
> Intégral e_2=expand(Intégrale_2);

[4c0s(6)2—27 de:{( 4 Y (71)
cos(e)3 [\ cos(8) cos(6)3

> " =al gsubs(cos(theta)”(-1)=sec(theta), rhs((71)));
=J< —27sec(9)3+4sec(9)) do (72)

> " =expand(rhs((72)));

7N
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L =27 (Jsec(9)3 @) +4 (J"sec(e) @) (73)

On reconnait le mod¢le [sec( 8) de, par contre, |sec(0) : d6, sans étre un modéle de base, il est

commode de retenir cette intégrale, ce qui nous évite de devoir l'obtenir encore et toujours en intégrant pas

parties.
Cette fois, posons directement la réponse.
> " =-27*abs(sec(theta)*tan(theta))*(1/2)-19*I n(abs(sec(theta)+tan
(theta)))*(1/2)
= 277 sec(8) tan(8)| — % In(|sec(8) + tan(8)|) (74)
Effectuons la substitution a rebours 6 = arccos ( 3 ) .
X
> eval ((74), t het a=arccos(3/x));
=—i|x|2 =2 - Ly [ 2 4 (75)
2 v 2 3 ¥

> “"=sinplify(rhs((75))) assum ng x<-3;

:%X/XZ_g +%1n(3)—%ln(—x+\/x2—9) (76)

B Rép_final e_2: =Probl éme=r hs((76)) - 19*| n(3) *(1/ 2) +C2;

2
Rép_finale 2 = [M dx= %x\/ Y-9 - % ln( -x 4+ 49 ) +C2 amn
x2 -9
Résumons.
Pour x> 3:

> Rép_finale_1;

PR R T
i’ourx< —3:

> Rep_finale_2;

J 32— 4 dx_%x/*xz_g_%m(_x%/;_g)wz (79)

x2—9

Veérification.
> Diff(rhs(Rép_finale 1),x)=diff(rhs(Rép_finale 1), x);

(’—) (%x\/ x2—9 +%ln(x+\/ x2—9) +C1j =%\/ x2—9 +%2x—2 (80)
V X

0
dx _ 9
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> sinplify((80): )

;l(%x\/ﬂ+%ln(x+x/x2—9)+67):ﬂ 31
Ox -9

> Diff(rhs(Rép_finale_2),x)=diff(rhs(Rép_finale_2),x);
2

fl(ixm—%ln(—x+\/x2—9)+C2)—%\/x2—9 +2 X (82)
2_

ox 2 2

R
19 J¥ =9
2 -x 4+ x2—9
> sinplify((82);

i(;x/_xz_g_ﬁln(_x+\/x2—9)+cz]=ﬂ (83)
2 Ji

Ce qui donne bien dans les deux cas l'intégrande.

> | ntegrand(Probl éne)[1];
35— 4
DX T (84)

N. x2—9

Conclusion:

Pourx<—3,Jﬁdx:_l9ln(‘x+2\/ x2—9) +3\/x22—9x_|_C]
\/x2—9
Pourx> 3, J3x2—4 e 19mn(x+J2—9) +3\/x22_9x s

2 2

Y Discussion
Le logiciel via Studenf Calculus I1[IntTutor] propose cette substitution algébrique:

> wit h(Student[ Cal cul usl], I nt Tutor);
[ IntTutor] (85)

Exécuter avec «Toutes les étapesy» puis «Fermer. Tout le développement sera transposé dans votre
document.
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> IntTutor(Int((3*x"2-4)/sqrt(x"*2-9), X));

J 372 —4 "

N, x2—9

2
_3u i -38u” —243 du
4 40

2
_ [_3_udu+J—38u —243
|4 ;

4y
3 Judu Cae.2
_ ( ) _i_f 38u 3243 du
4 4u
2 2
_ _3u 4 -38u” —243 du
8 . 417
.
-38u% — 243
——= = du
3u2 u3
e
8 4
38 243 du
3u2 u u3
= - g + — p rewr
243
’ (J‘ﬁd”] e
_ _3u n u n U
8 4 4
243
, 19(Jl du] -5 du
_ _3u u u
8 2 4
: [J_2433 du]
_ 3u 191In(u) I u
8 2 4
1
) 243[[—3 du)
_ _3u 191In(u) Ju
8 2 4
_ 30 19n(w) | 243
8 2 8u2

_ 3x2 n 3x+/ x2—9 +2_7 _ 191n(—x+\/ x2—9) n 243
2
: ! i ’ 8(—x+\/ x2—9)

3 -4 . _ 323 Ny A N G vy
— k==X +=xJy X -9+ — ——Inlx+yx —9 (86)
A /x2—9 4 4 8 2
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243
8(—x+\/ x2—9 )2

Pouvez-vous affirmer que cette primitive est acceptable sur tout le domaine de J

_|_

32 —4
Nrary

dx ? (Evidemment

non ! Seulement pour x < — 3)

> Diff(rhs((86)),x)=diff(rhs((86)), x)
% —%x2+%x\/x2—9 +%—%ln<—x+\/x2—9)+ 243 2] 87)
8(—x+\/ x2—9)

2 2
N D P S N S BT
x2—9 -x++/ x2—9

1+
243 X —9

! (—x+\/ x2—9 )3

> ““=sinplify(rhs((87)),radical);

_ (34 -4) (2x\/ =9 —2x2—|-9> (88)
N x2—9 (—x+ )cz—9>2

> " =rationalize(rhs((88)));:

1 (/P70 2249) /792422 0/ P9 —18x) (3:2-4) 89)

81 x2—9

B expand( (89)) ;

__ 3x B 4 (90)
x2—9 x2—9
[> nor mal ((90)) :
2
_ 3x —4 o1

\ 4 Exemple 4

9—x2

2x

Calculons l'intégrale indéfinie J dx

Avec Maple directement:
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> fi=x->sqrt(9-x"2)/(2*x);

s L V9 =X
f=x 5 92)

i’osons l'intégrale indéfinie calculer.
> Probl ene: =Int (f(x),x);

Probleme =

[ [ 2
%Lwdx (93)
X

Intégrons directement avec la macro-commandei nt.

> Rép_Mapl e: =Pr obl ene=val ue( Pr obl éne) +C,

: [ 2
% N X F9 dx N —x2 +9 — % arctanh[ 3
X

—x2+9

Rép Maple := +C %94)

1
2

Remarque: Le résultat donné est exprimé avec la fonction arctanh (Arc tangente hyperbolique).
L'apparition de ce modele de fonction est un tantinet surprenante pour le niveau du cours NYB.

Avec un développement pas a pas jusqu'aux formules de base.

> Probl ene;
‘ [ 2
1 Vy-x+9 d (95)

2 X

mT T

b

Posons x=3sin(0) ou 6 € N\ {0}.

B Rul e[ change, x=3*si n(theta), theta] ((95));;
Creating problem #4

Applying substitution x = 3*sin(theta), theta = arcsin(1/3*x) with dx =
3*cos(theta)*dtheta, dtheta = 1/(-x"2+9)"(1/2)*dx

[%—Wd}ﬁj(; '(e)+dee (96)

B Rule[rewite, 1/ sin(theta)=csc(theta)] ((96)) ;

PR ETI

S | (—% sin(0) + % csc(e)) i ©7)

_> Rul e[ suni ((97)) ;

1249 dx:J(—%sin(G)j dO—l—[%csc(G) a0 (98)

2 X

> Rule[ c*"]((98));
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2 X

JL —“_xz+9 dx= —% J‘sin(e) de +J% csc(G) de 99)

[> Rule[ c* ]((99):

, i , ,
% Rl i S -% sin(6) 40+ % [ese(0) a6 (100)
. A

E)ns reconnait deux modele de base.
> Rul e[ sin] ((100));

2 ~
JL_J—x+9 te= 2 cos(6) + 2 [esc(0) co (101)
2 X 2 2.
_> Rul e[ csc] ((101));
V / 2
% NX+9 dx= % cos(0) — % In(csc(0) +cot(0)) (102)
x

csc(u) o retenu en classe. Ajustons cette réponse.

B op( 1, op(2, op(2, op(2, (102))~) ));
csc(8) + cot(0) (103)

Ce résultat ne correspond pas au modele

_> al gsubs(op(1, op(2, op(2,0p(2,(102)))))=abs(op(1,op(2, op(2,op(2,(102)))

))) . (102));
2
% NoXH9 o % cos(0) — % In(|esc(0) +cot(0)]) (104)
X

Ayant posé x = 3 sin( 6) , substituons a rebours 6 = arcin( ? ) .

> " =subs(theta=arcsin(x/3),rhs((104)));
-3 cos[arcsin( L xj ) _3 ln( csc(arcsin( L x) j + cot[arcsin( L xj )U (105)
2 3 2 3 3

_> si mplify((105));

34+ -2 49

X

J -2 +9 —%m[

1
> ] (106)

B Rép_fi nal e: =Pr obl éne=r hs( (106)) +C,

[ [ 2
Rép_ finale == % N +9 dx N P49 — % In
X

Vérification conditionnelle sur le domaine de l'intégrale.

3+ X 49

X

1
> ] +C (107)

Par_subs_trigo -- 2020-11-24 Page 20 de 24



> Rép_sinplifiée_1:=sinplify(rhs((107))) assum ng x>0, Xx<=3;

Rép_simplifie_| = %\/ P49+ % In(x) — % (34 2+9) +c (108)

(> Diff(Rep_sinplifiée 1,x)=diff(Rép_sinplifiée 1,x):

’ (%/ 2 +9 +%ln(x) —%ln(3+\/ Z49) +CJ - -

- % X 2i (109)
x —x2 +9 *
3 X

2 [0 (34 F19)
> "“=rationalize(rhs((109)));

_ 1 (—x2+3\/ —x2+9 +9) (\/ —x2+9 —3) (110)

2 I

> " =expand(rhs((110)));

1 A/ _x2 + 9 111
P — (111)

B Rép _sinplifiée 2:=sinmplify(rhs((107))) assum ng x>=-3, x<0;

Reép_simplifiece 2 = % V P49+ % In(-x) — % ln(3 + - +9 ) +C (112)

B Dff(Rép_sinplifiée_2,x)=diff(Rép_sinplifiée_2,x);

0
- (%/ 49 +%ln(—x) —%ln(3+\/ 219 +c) :%+ +23—x (113)
v X +9

X

T 749 Ged 279

L3
2

> ““=zrationalize(rhs((113)));

1 (—x2+3\/ ¥ 49 +9) (\/ —x2+9—3) (114)

2 2

> " =expand(rhs((114)));

1 J =249 115
P — 115)

Ce qui, dans les deux cas, est bien l'intégrande de Probleme.
> | ntegrand(Probl énme)[1];
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1V -4+9 (116)

\S}
=

\ 4 Exemple 5
1

J¥—4x+13

Calculons l'intégrale indéfinie J dx.

Avec Maple directement:
> f.=x->1/sqgrt (x"2-4*x+13);
fi=x— 1 (117)
JX—4x+13
i’osons l'intégrale indéfinie en lui donnant le nom Probléme.
> Probl ene: =Int (f(x),x);

Probleme := [ I dx (118)
Iy ¥ —dx +13

intégrons directement avec la macro-commande int.

> Rép_Mapl e: =Pr obl éne=val ue( Probl ene) +C,

Rép Maple := 1 dx= arcsinh( % =2 ] +C (119)

~\/x2—4x+13 3

Remarque: Le résultat donné est exprimé avec la fonction arcsinh (Arc sinus hyperbolique). L'apparition
de ce modele de fonction est un tantinet surprenante pour le cours NYB.

Maintenant avec un développement pas a pas jusqu'aux formules de base.
> Probl eneg;

[ ! dx (120)

N x2—4x+13

Complétons le carré de > — 4x+ 13. Faisons appel directement a la macro-commande CompleteSquare
de la bibliothéque StudenfPrecalculus).
> Student [ Precal cul us] [ Conpl et eSquar e] ( (120), x) ;

! dx 121
(x—2)%+9

Intégrons par substitution trigonométrique. Posons x — 2 =3tan(6) ou 8 €

0o |
0o |

> Rul e[ change, x-2=3*tan(theta), t heta] ((121));
Creating probl em #5
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Applying substitution x = 3*tan(theta)+2, theta = arctan(1/3*x-2/3) wth
dx = (3+3*tan(theta)”~2)*dtheta, dtheta = 1/3/((1/3*x-2/3)"2+1)*dx

J ! = ‘Asec(e) 0 (122)
(x—2)*+9 ‘
On reconnait le modeéle Jsec (8) de.
> Rul e[ sec] ((122));
! dr=In(sec(8) +tan(8)) (123)
(x—2)*+9

Encore une fois, ajustons la réponse précédente en conformité avec le modele retenu en classe.
> Probl ene=l n(abs(sec(theta)+tan(theta)));

! dx=In(Jsec(8) + tan(6)]) (124)

Iy ¥ —ax+13

Effectuons la substitution a rebours.
> subs(theta=arctan((x-2)/3), (124));

! sec(arctan[ix—g)j +tan[arctan(lx—£))‘) (125)
3 3 3 3

dx=ln(

N x2—4x+13

> sinplify((125));

! dx= —1n(3)+ln<|\/ ¥ —4x+13 +x—2‘) (126)
J P —4x+13

> Rép: =(126)+( 0=l n(3) +0) ;

Rép = I ! w=tn([VZ—axt13 +x-2) + ¢ (127)
Iy —4x+13

\ x2—4x+13 +£_ 2

3 3 3 > 0, (pourquoi?), on simplifie I'argument du logarithme comme

Puisque

suit:
> Rép_final e: =Pr obl énme=l n(sqrt (x"2-4*x+13) +x- 2) +C,

Reép_finale := [ ! dx=1n(\/ P —4x+13 +x—2) +C (128)

. x2—4x+13

Vérification:
> Diff(rhs(Rép_finale),x)=diff(rhs(Rép_finale),x);
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1 2x—4

‘ 2 2

5 [Z_

% (n(/Z—axt13 +x-2) +C) - X —4x+13 (129)
o N. x2—4x+13 +x—2

> " =nornal (rhs((129)));

1

= (130)
J—4x+13
La simplification de la dérivée correspond bien a l'intégrande de Probleme. En effet,
> | ntegrand(Probl éene)[1];
! 131)

J¥—4x+13
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