Révision sur les limites: cas a interpréter

Soit R = R U {—oc0, +00} et soit f une fonction définie par une regle simple ou par morceaux.

Dans le calcul de lim f(x) ol @ € R, on remplace éventuellement x par « méme lorsque f(a) n’est pas définie.
xX—a

Puisqu’il ne s’agit pas de calculer f(a), le résultat d’un tel calcul prendra I’une ou I’autre des formes suivantes qu’il

faudra interpréter.

f(a), si la fonction f est continue en x = a.

® +00 Ou —o0.

n’existe pas si
o f n’est pas partout définie dans un voisinage troué de a.
o lim f(x) # lim f(x)
x—a* x—a-

k —
o 0 ou k € R\{0}.
. = _
® |o V0 ol n est un entier pair. prEeiser O ond
o log,(0) ou b €]0, co[\1.
o arcsin(1).
o arccos(1). L. o _
* . —1 préciser 17 ou 1
o arccsc(l).
o arcsin(—1).
o arccos(—1). A o _
* |, A préciser (—1)" ou (—1)
o arccsc(—1).
0 #oo0 0
= — - (+ =
e | 0 +oo’ (00}, o0 —co. lever ces formes indéterminées.
15, (+00)°, (0%)°

() exposant Variable} pI‘éCiSCI‘ 0t ou 0~ puisque (0_)exposam variable n’est pas définie.

o les images de la fonction ne tendent pas vers une valeur unique lorsque x — a.

La connaissance des graphiques de y = % y = {/x, y = log,(x), y = arcsin(x), y = arccos(x),
y = arcsec(x), y = arccsc(x) permet facilement d’interpréter correctement les formes précédentes.

k k k
— — +00, — — —00, — — —00, — — +o00.
0* k>0 0~ k0 0+ k<0 0~ k<0
n n impair . n s L, . .
» VO* — 0 tandis que VO~ n’est pas définie lorsque n est pair.
n pair

» log,(0%) o log,(0%) P tandis que log,(07) n’est pas définie.
<b< >
arcsin(1%), arccos(1%), arcsin((—=1)~), arccos((—=1)7)

ne sont pas définies.
arcsec(17), arccsc(17), arcsec((—1)"), arcesc((—1)*)
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Révision sur les limites: cas a interpréter

Exemples
. 3x+2 3(-00)+2 —o0
1. lim = =—=-
x——co  e¥ T o+
.. x=5 (-5~ (=5)
2.1 = = ==
S0 T-et 1-1- 0°
3. hl{l, In(1 — x) rép:—oo
csc(x)
4, lim rép:—co
x—r tan(x)
2
5. lim Ls(x) 1ép:0
X—00 X
6. lim @™ 1ép:0
x—-3*
. 1 e T
7. }CI_I)I% arccos (;) rép:%
8. lim arccsc (l) rép:A
x—1+ 2
9. lim x* rép:+oco
1
. 1 X 2
10. XILI(I)[ (m) rép:+oo
11. lirr% (1-2x)* rép:Al
12. lim x¢® rép:fi(ag: +oo;ad : 0)
>3

Voici deux théorémes permettant une évaluation rapide des limites a +co de fonctions polynomiales et de fonctions
rationnelles.

Théoréme 1 (Limite a +oo d’une fonction polynomiale). Si f est une fonction définie par un polyndme de degré n,
soit par f(X) = apX" + ap1 X" + apa X 4 ..+ axx? + a;x + ayp (n € IN), alors
lim f(x) = lim a,x"
X—+00

X—*00

Autrement dit, la limite a I’infini d’une fonction polynomiale est égale a la limite a I’infini du terme dominant.

Preuve : Soit f une fonction polynomiale de degré n. Alors

lim f(x) = lim (a,,x” Fap 1 X" A X+ e tax+ ao)

X—E00 Xx—+00

(1 B B 8 )
X—+00 anX ap X ayXx apx a,Xx’
= lim 2" lim (1+92 48 4 4G 4, )
xX—+00 x—+00 anXx apXx A X" a, X" a,x
= (lim a,x")- 1
X—+00
= lim a,x"
X—+00
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Révision sur les limites: cas a interpréter

Exemples

7

13. lim(x — x*) = lim —x* = -0

X—00 X—00

14. lim (143x-x°) = lim —x’ = o

X——00 X——00

15. lim B3x®+ x—4) = lim 3x° = o
X——=00 X

——00

Théoréme 2 (Limite a oo d’une fonction rationnelle). Si f est une fonction définie par un quotient de deux
X+ A XN+ X L+ X+ ar1x + ag
by x™ + by 1 X" L 4+ by o x™ 2 + .+ byx? + bix + by

polyndmes de degré n et m, soit par f(x) = (m,n € IN), alors

a,x"

lim f(x) = lim

X—+00 xX—+00 bmxm

Autrement dit, la limite a I'infini d’une fonction rationnelle est égale a la limite a I’infini du quotient des termes
dominants.

Preuve : Soit f une fonction définie par un quotient de deux polyndmes de degré n et m. Alors

ApX + Ay 1 XV @y X+ L+ @ X+ a1 X + ag

lim f(x) = lim

x—£00 x=x00 b XM + by 1 X"+ by X2 4+ byx? + bix + by
n an—1 an-2 a ai (2
- tim apx (1 tostus ettt Mn)
xokeo ], m (1 + —’,’;"j; + —’b”':;i Fo+ bm})?”-z + bm'j;,,_l + —b:;,,)
Ap—1 , -2 a al a9
= lim anxn - lim I “x’lx +a,:x2 +m+“n-‘"’2+anx”’l + e
- b1 . D b b by
X—+00 bmxm X—+00 1+ﬁ+b:x% +...+Wﬁ W*—bn’%
Coapxt
= [ lim
x—+00 bmxm
. a,x"
= lim
x—xeo b, x™
]
Exemples
3—x° +5x =X -1
16. lim =lim — =Ilim — =0
xoo x4 —1 X—00 x>0 X
. 233 +5x—1 . 2x° | 1
17 Ilm ————— = lim — = lim — = —=
xo-00 3 —4x2 — 6x3  xo-00 —6x3  xo-x 3 3
. 56 -1 5% .
18. lim —— = lim — = lim -S5x=o0
X——00 4x2 — )C4 X——00 —_x4 X——00
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Révision sur les limites: cas a interpréter

Exercices sur les limites

Evaluer dans R les limites suivantes, si elles existent. (Calculer séparément les limites a gauche et a droite lorsque

nécessaire)

Identifier les formes indéterminées et lever chacune de celles-ci

— lorsqu’il s’agit d’une limite remarquable;

— lorsque la levée de I’indétermination peut étre faite algébriquement.

-3
I lim ———
=4 (x—4)
o4 —x—-Vx-=-2
YT ey

9. lim(7 — x + 5x7)

X—00

13. lin} In(x-1)

17. lim !
x—1 log,(x)

21, 1im SNGY
x—0 X

25. lim 259
x—2* sin(x)

29. lirr} arccos(sin(x))
X3

33. lim x®

x—0*

37. lim x*®

2 tim X3
-2 X —
2
6. lim 25 TX+5

x—o0 4 — x2

10. lirr% log;(x +7)

14. lir(I)l+ x1n(x)

18, Tim 72
x—0+ 1 —e*

sin(x)

22. lim

X—00 X
26. lim (x + tan(x))

30. lim arctan(x3)

X——00

34. lim x*

x—0*

38. lim x* 2

7. im(3x* — x + 8)

11. lirr; logs(2 — x)

X

15. lim —

xX—00 X

19. lim e®®

X—T

23. lim sec’(2x)

E
X—=3

27. 111111 arcsin(x)
31. liII(l) arccos(1 + x)

35. lim (2 - 27

x—1
39. lim( 4 )
-1t \x—1

4 lim 22
. m
=1 x4+ 1
5
8. lim —=
o Nx+3

12. lirgl_ log,(3 — x)

16. lim ——
0

20. lim ﬂ

x—0 X

24. lim ™

28. lir% arctan(x — 1)

32. lim x**?

x—0*

36. lirr} (x — 4!

40. lim (1 - x)iresin()

x—0* x—0*
1 In(x) 1 X X 1
41. lim (-) 42. lim (sin(x))®"9 43. lim (1 + -) 44. lim | —dt
x—0t \ x x—>% X—00 X x—e )1 1
Pierre Lantagne, enseignant retraité Page 4 de 5
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Réponses aux exercices sur les limites

1. 400 2.0 (ag: +00; ad: -) 3. 400 . —00
5.Ind. 6. -2 7. 00 8. Ind. ¥
9. 400 10.2 11. 4 12. —c0
13. Aag: A; ad: -«) 14. Ind. (0*)(—o0) 15. Ind. *2 16. +00
17. A (ag: —e; ad: +oo) 18. —o0 19. 1 20. Ind. 3
21. Ind. g 22.0 23.4 24. A(ag: 0; ad: +oo)
25. -0 26. A 27. 5 28.-%
29.0 30.-% 31. Aag: 0; ad: ) 32.0
33. +o© 34. Ind. (0*)° 35. Ind. (1)*® 36. A
37.0 38. +o0 39. Ind. (+c0)? 40. A(ag: 0; ad: A
41.0 42. A (ag: 0; ad: +) 43. ¢ 44.1
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