Y Quadriques

© Pierre Lantagne
Enseignant retraité du Collége de Maisonneuve

La premicére version de ce document est parue en janvier 2006. L'objectif principale de ce document est de
présenter les quadriques dans une démarche de découvertes pas a pas. Les quadriques sont des surfaces
remarquables de I'espace. La présentation de chaque quadrique est faite pas a pas a 'aide de traces laissées sur ces
surfaces par des plans paralléles aux trois plans de coordonnées. Afin de saisir rapidement les caractéristiques de
ces traces, 1'éléve doit avoir préalablement une connaissance des équations cartésiennes des coniques (ellipses,
paraboles et hyperboles). Pour chaque quadrique, une illustration de ce & quoi la surface ressemble sera donnée en
superposant dans un méme graphique les différentes traces laissées par des plans paralléles aux plans de
coordonnées. Ces traces auront été obtenues avec une utilisation judicieuse de la macro-commande
spacecurve. C'est seulement aprés une perception du quadrique a I'aide des traces que l'on tracera directement
la surface avec la macro-commande impliciplot3dpour les quadriques définis implicitement ou avec la
macro-commande plot3d lorsque le quadrique est défini explicitement. La présentation de chaque quadrique se
termine en donnant des équations paramétriques le décrivant. Comme vous le constaterez, avec de telles
équations, le rendu de la surface pour la plupart des quadriques sera d'un rendu supérieur a celui donné avec la
macro-commande implicitplot3d. Une lecture attentive de ce document permettra au lecteur de développer
sa perception spatiale et d'augmenter ses compétences dans I'utilisation du logiciel Maple.

Bonne lecture a tous !

* Ce document Maple est exécutable avec la version 2020.1

Y Initialisation

| > restart;

> with(plots, display,inplicitplot,inplicitplot3d, spacecurve,
set opti ons3d):
wi t h(pl ottools, point):
macro(grispale = COLOR(RGEB, .9523, .9523, .9523)):
set opti ons3d(si ze=[ 400, 400], | abel s=[ x, vy, z], axesfont =[ TI MES, ROVAN, 14],
tickmarks=[ 0, 0, 0], axi s=[ col or="Ni agara 4"],
| abel font =[ TI MES, ROMAN, 15],titl efont=[ Tl MES, | TALI C, 14],
| axes=nor mal , scal i ng=const rai ned);
L'initialisation suivante permettra d'avoir plus de lisibilité des nombres décimaux en supprimamt les zéros non
significatifs a la fin d'un nombre.
> interface(typesetting=extended); # Pour s'assurer |e niveau de
conposi tion étendue
Typesetting:-Settings(striptrailing=true);
extended

false (1.1)
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Y Ellipsoide d'équation *_ + 2 + = =1
a b c

2

Soit I'ellipsoide d'équation i + ﬁ +Z =1
i 16 4 4

> unassign('a,b,c');
Eq_génér al e: =x"2/ a*2+y"2/ b"2+z72/ c"2 = 1;

; 2
Eq generale == iz + iz + Z—Z =1 2.1)
a b c
> a: =4.
b: =2:
c:=2:

El | i psoide: =Eq_génér al e;

2
Ellipsoide := i ﬁ +Z =1 2.2)
16 4 4

Obtenons quelques les traces laissées sur cet ellipsoide par des plans paralléles aux trois plans de
coordonnées.

Commengons avec différents plans paralléles au plan de coordonnées xOz. De tels plans de I'espace ont pour

¢quations une équation de la forme y = k. Posons alors y = k dans I'équation de I'ellipsoide.
> Eq_particulieére: =subs(y=k, Eq_général e);
2 2 2

’ L k Z
Eq particuliére = ~— + *— + 2 =1 2.3
-7 16 4 4 (23)

> Eq_transition:=Eq_particuliére+(-kr2/4=-k" 2/ 4);
; £ 7 ¥
Eq transition = g +==1-—

; p 2.4)

Nous constatons que, dans le plan y = &, pour chaque valeur ktelle que -2 < k <2, I'équation précédente
représente une équation d'une ellipse ou d'un point. Exprimons I'équation de cette ellipse sous la forme
réduite.
> Equation_ellipse:=(1/(1-1/4*k"2))*Eq_transition;

expand( Equation_el | i pse);

X e
6 4
Equation_ellipse = —— =1
R
4
X s
+ =1 2.5)

o[ )

Obtenons les tracés de quelques ellipses. Nous allons utiliser des équations paramétriques d'une ellipse pour
les tracer efficacement.

2 2
Des équations paramétriques d'une ellipse centrée a l'origine d'équation x_2 + y_2 =1 sont
a b

xX= acos(t)
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y=bsin(t)

Posons alors, pour certains k dans 1'ellipse d'équation + =1

2 16
al=4 [ 1= opr=2 [ 1=+
J 4 J 4

B al: =4*sqrt (1-k"2/4);
bl: =2*sqrt (1-k"2/4);

al =2 -k +4
bl = -k +4 (2.6)

:Construisons quelques ellipses avec des valeurs -2 < k < 2.
> #Pas: =[ seq(-2+k*0. 1, k=0..5), seq(-1+k*0. 5, k=0..4),seq(1+k*0. 1, k=5..10)
1
Pas:=[-2,-1.9,-1.7,-1.5,-1.3,-1.1,0,1.1,1.3,1.5,1.7,2];
Pas = [—2,—19, —1.7, —1.5, —13, —1.1,0,1.1,1.3,1.5,1.7, 2] 2.7)

> El l'i pse_xQz: =seq(spacecurve([al*cos(t), k, bl*sin(t)],t=0..2*Pi,color=
"Bright 3"), k=Pas):
di splay(Ellipse_xOz,views-5..5,-3..3,-3..3]);

Pour une meilleure perception spatiale de ce graphique 3d, cliquez sur 1'image avec un clic gauche et
maintenir le bouton enfoncé. Avec la souris, modifier I'orientation spatiale de ce graphique afin de "voir" sous
différents angles les tracés de ces ellipses. Saisissant !

Obtenons maintenant des traces sur cette surface avec quelques plans paralléles au plan de coordonnées yOz.
Dans de tels plans, I'abscisse est constant. Posons x = £.

> Eq_particuliére: =subs(x=k, Eq_général e);

Eq_particuliére = LZ + i + i =1 (2.8)
16 4 4

> Eq_transition: =Eq_particul i ére+(-k*2/16=-k"2/ 16);

(2.9)
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—1- (2.9)

Eq_transition = — +

Nous constatons que pour chaque valeur ktelle que -4 < k <4, 1'équation précédente représente une équation
d'une ellipse (cercle) ou d'un point. Exprimons I'équation Eq_transition sous la forme réduite.

> Equation_ellipse:=(1/(1-k*2/16))*Eq_transition
expand( Equation_el | i pse);

2
i
Equation_ellipse = —k2 =1
16
2
Y + z =1 (2.10)

2 2
5] )
16 16

Afin de tracer, a partir des équations paramétriques, chaque ellipse d'équation

2 Z2 k2 k2
L + =1,posonsal =2 | 1 —~— ethl=2 | 1 — —
2 ¥ 16 16
411 -2 41— =2
16

16
> al: =2*sqrt (1-k"2/16);
bl: =2*sqrt (1-k"2/16);

u e N K FI16

2

2 116
bl = N K16 (2.11)

2

Construisons quelques traces avec des valeurs -4 < k <4.

> Pas: =[seq(-4+k*0. 1, k=0..5), seq(-3+k*0. 5, k=0..5), seq(1+k*0. 5, k=-2..4),
seq(3.5+k*0. 1, k=0..5)];

Pas = [ —4., —3.9, —3.8, —=3.7, =3.6, —3.5, —3., —2.5, =2., —1.5, —1., —0.5,0.,0.5, 1., 1.5, 2., (2.12)

2.5,3.,3.5,3.6,3.7,3.8,3.9,4.]
> Ellipse_yQOz: =seq(spacecurve([k,al*cos(t), bl*sin(t)],t=0..2*Pi,

color="Bright 5"), k=Pas):
display(Ellipse_ yQOz,views[-5..5,-3..3,-3..3]);
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Superposons ces deux familles d'ellipses dans un méme graphique pour se faire une premiére idée de la
surface.

> display(Ellipse xOz,Ellipse yOz,views[-5..5,-3..3,-3..3]);

Finalement, obtenons quelques traces avec des plans parall¢les au plan de coordonnées xOy. Posons z = k.
> Eq_particuliére: =subs(z=k, Eq_général e);

; T
Eq particuliere := — + — + — =1 2.13
-r 16 4 4 ( )
[ > Eq_transition: =Eq_particul i ére+(-k"2/4=-k"2/4);
; R < i@
Eq transition := — + +— =1 — — (2.149)
16 4 4

Pour chaque valeur ktelle que -2 < k <2, I'équation précédente représente une équation d'une ellipse.
Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.
> Equation_ellipse:=(1/(1-k"2/4))*Eqg_transition;
expand( Equation_el | i pse);
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2 2
T
Equation_ellipse — 16 24 =1
R
4
2 7
2 + 2 =1 (2.15)
16(1——) 4(1——)
4 4

B al: =4*sqrt (1-k"2/4);
bl:=2*sqrt(1-k"2/4);

al =2 - +4
bl = -k +4 (2.16)

Construisons quelques traces avec des valeurs -2 < k <2.
> Pas:=[-2,-1.9,-1.8,-1.7,-1.6,-1.5,-1,-0.5,0,0.25,0.5,1,1.5,1.6,1.7,
1.8,1.9, 2];
Pas = [—2,—19,—1.8 —1.7, —1.6, —1.5, —1, —0.5,0,0.25,0.5,1,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9, 2] 2.17)

B El li pse_xOy: =seq(spacecurve([al*cos(t), bl*sin(t),k],t=0..2*Pi,
color="Bright 7"), k=Pas):
di splay(Elli pse xOy,views[-5..5,-3..3,-3..3],o0rientation=[55,65,0]);

Ty

Superposons finalement les trois familles d'ellipses dans un méme graphique. Voici donc la forme de cette
surface.

> display(Ellipse xOz,Ellipse yQz, Ellipse xOy,views[-5..5,-3..5,-3..3])

Quadriques -- 2021-02-09 Page 6 de 51



Cette surface étant définie implicitement, la macro-commande implicitplot3d de I'extensionpl ot s
peut étre utilisée pour obtenir directement une représentation de cette surface.
> Elli psoide: =i nplicitplot3d(x"2/ar2+y"2/ b"2+z"2/c”2 = 1, x=-4..4,y=-2.
.2,2=-2..2,
grid=[ 20, 20, 30],
styl e=surf ace,
col or="CvD 10",
I i ght nodel =li ght1):
di splay(El i psoide,views[-5..5,-3..3,-3..3]);

Visualisons les différentes ellipses comme traces laissées sur cette surface par des plans paralléles aux plans
de coordonnées. Nous allons illustrer, a chaque fois, qu'un seul des plans paralléles aux plans de coordonnées
qui ont laissées une trace sur la surface.

> Plan_xQOz: =pl ot 3d([x, 1, z] ,x=-4..4,z=-4..4,color="Bright 3"):
di splay(Elli psoide, Plan_xQOz, El'li pse_xQz,
I i ght rodel =none, styl e=pat chnogri d,
orientation=[ 30, 75],
views[-4..4,-5..5,-4..4]);
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[ > Plan yOz:=plot3d([2,Vy,2z],y=-5..5,2z=-4..4,color="Bright 5"):
di splay(El i psoide, Plan_yCOz, El i pse_yQz, |i ght nodel =none, vi ew=[ - 4. . 4,
-5..5,-4..4],style=patchnogrid, orientati on=[ 70, 75]);

j> Pl an_xOy: =pl ot 3d([ x,y,0.5],x=-5..5,y=-5..5,color="Bright 7"):
di splay(El i psoide, Pl an_xOy, El l i pse_xOy, |i ght nodel =none, vi ew=[ - 4. . 4,
-5..5,-4..4],styl e=pat chnogrid, ori entati on=[ 25, 75]);
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Précisons, en terminant, que nous pouvons également tracer cet ellipsoide directement a 'aide des équations
paramétriques suivantes:
x=acos(v) cos(u)
y="bcos(v) sin(u)
z=csin(v)
Le rendu de la surface est supérieur a celui qui a été obtenu avec la macro-commande impliciplot3d
> Surface: =pl ot 3d([ a*cos(v)*cos(u), b*cos(v)*sin(u),c*sin(v)],u=0..2*Pi,
v=-Pi/2..Pi /2,
L grid=[ 30, 30]):
> di splay(Surface,
title=typeset("Ellipsoide d' équations paranétriques:\n ", x=
a*cos(v)*cos(u),"\n",
y=b*cos(v)*sin(u),"\n",
z=x*sin(v)),
ori entation=[50, 75],
I i ght nodel =li ght 4,
views[-5..5,-5..5,-3..3]);

Ellipsoide d'équations parametriques:
x=4cos(v) cos(u)
y=2cos(v) sin(u)

z=xsin(v)

| > unassign('a,b,c');
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10

Y Hyperboloide a une nappe d'équation ’; + % - j =1

b
S22

Soit I'hyperboloide a une nappe d'équation % + 9 Y

> unassign('a,b,c');
Eq_génér al e: =x"2/ a*2+y"2/ b"2-z72/ c"2 = 1;

C X :
Eq generale == a_2 + Zz—z - Z—Z =1 3.1)
> a:=2:
b: =3:
c: =5:
Hyper bol oi de: =Eq_génér al e;
2 2 2
Hyperboloide .= 2~ + 2+ — 2 =1 3.2
P 4 9 25 (3-2)

Obtenons quelques les traces laissées sur cet hyperboloide a une nappe par des plans paralléles aux plans de
coordonnées.

Commengons avec des plans parall¢les au plan de coordonnées xOz. Posons y = k.
> Eq_particuliére: =subs(y=k, Eq_général e);
. 2 2 2
Eq particuliere == x? + LSS 1 3.3)

Eq transition = % s =1- o 34

Pour chaque valeur £k € R, (sauf avec k= + 3) 1'équation précédente représente une équation d'une hyperbole
(non dégénérée). Nous déduisons aisément que les deux cas d'hyperboles dégénérées sont les droites

d'équations z =+ %x.

Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.
> Equat i on_hyperbol e: =(1/ (1-k"2/9))*Eq_transition;
expand( Equat i on_hyper bol e) ;

2 2
X _z
Equation_hyperbole = % =1
R
9
X 2
- =1 @3.5)

-5 #[-%

Dans ce cas-ci, nous devons déployer un peu plus d'efforts pour pouvoir donner une bonne illustration de ces

traces. En effet, nous devrons traiter deux cas: -3 < k <3 et k < -3 ou k> 3 puisque le signe du calcul de
2

11— % change sur ces intervalles.
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Pour -3 < k <3, nous avons la famille d'hyperboles de la forme

2 2
X Z

-5 5[

Pour k< -3 ou k> 3, nous avons plutdt la famille d'hyperboles de la forme

Nous allons utiliser des équations paramétriques d'une hyperbole pour mieux obtenir leur tracé.

Des équations paramétriques d'une hyperbole centrée a I'origine d'équation ? - ); =1 sont

-4
cos(t)
y=btan(t)

2
Obtenons, en premier, quelques hyperboles avec -3 < k <3 enposantal =2 |/ 1 — % et

2
pr=5]1-%
” 9

> al:=2*sqrt(1-k"2/9);
bl: =5*sqrt(1-k"2/9);

2J - +9

al =
3
2
bl = # 3.6)

:Construisons quelques hyperboles avec des valeurs -3 < k <3.
> Pas:=[-2.9,-2.5,-2,-1.5,-1,-.5,0,0.5,1,1.5,2.5,2.9];
Pas == [ —2.9, —2.5, -2, —1.5, —1,—0.5,0,0.5,1,1.5,2.5,2.9] 3.7

. , T T
Pour mieux illustrer les hyperboles, nous allons les tracer en deux étapes: avec ¢ = - 33 pour des valeurs

positives d'abscisse et avec t = - 4Tn - 2Tn pour des valeurs négatives d'abscisses.

B Hyper bol e_x0z1l: =seq(spacecurve([al/cos(t), k,bl*tan(t)],t=-Pi/3..Pi/3,
col or="Bright 3"), k=Pas):

Hyper bol e_x0z2: =seq(spacecurve([al/cos(t), k,bl*tan(t)],t=-4*Pi/3..-2*
Pi/3,color="Bright 3"), k=Pas):

> di spl ay(Hyperbol e xQOz1, Hyperbol e x0Oz2, scal i ng=unconstrai ned) ;
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Pour la construction d'hyperboles correspondant a des valeurs &k < -3 ou des valeurs k> 3, nous devons
inverser I'abscisse et 'ordonnée dans spacecur ve afin d'invertir le réle des variables x et z.

> al:=5*sqrt (abs(1-k"2/9));
bl: =2*sqrt (abs(1-k"2/9));

p)
a1==5/ —1+k—
9

k2
bl = 2/ L+ (3.8)

> Pas:=[-6,-5,-4,-3.5,-3.2,-3.1,-3,3,3.1,3.2,3.5,4,5, 6] ;
Pas := [ —6, —5, —4, —3.5, —3.2, =3.1, —3,3,3.1,3.2,3.5,4, 5, 6] 3.9)

> Hyperbol e xOz3: =seq(spacecurve([bl*tan(t), k,al/cos(t)],t=-Pi/3..Pi/3,
col or="Bright 5"), k=Pas):
Hyper bol e_x0z4: =seq(spacecurve([bl*tan(t), k,al/cos(t)],t=-4*Pi/3..-2*
Pi/3,col or="Bright 5"), k=Pas):

> di spl ay(Hyper bol e_xCz3, Hyper bol e_x0Oz4, scal i ng=unconst r ai ned) ;

\/
\\é
-

guperposons ces hyperboles dans un méme graphique.

rS di spl ay( Hyper bol e_xQz1, Hyper bol e_xQz2, Hyper bol e_x0Oz3, Hyper bol e_x0z4,
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ori entation=[55, 66],
views[-5..5,-5..5,-10..10],
scal i ng=unconstrai ned) ;

Maintenant, obtenons quelques traces avec des plans paralléles au plan de coordonnées yOz. Posons x = k.

L'analyse est immédiate par symétrie. Nous allons donc procéder plus rapidement. Le lecteur est tout de méme
invité a faire une lecture attentive des développements ci-dessous pour voir comment la symétrie a €t€ gérée.

> Eq_particuliére: =subs(x=k, Eq_général e);
2 2 2

’ L K y 4
Eq particuliere .= — + — — — =1 3.10
-r 4 9 25 ( )
> Eq_transition:=Eq_particulieér e+(; k"2/24=- k"2/24) ;
Eq_transition = *— — 2 =1 — Ls 3.11)
9 25 4

Pour chaque valeur ktelle que -infinity < & < infinity, (sauf avec k= + 2, c'est un point) 1'équation
précédente représente une €quation d'une hyperbole. Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.

> Equati on_hyperbol e: =(1/ (1-k”2/4))*Eq_transition;
expand( Equat i on_hyper bol e) ;

Equation_hyperbole = 9 25 _

Y — z =1 (3.12)

k16
— T

bl=5 /1
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> al: =3*sqrt (1-k"2/4);
bl: =5*sqrt (1-k"2/4);

_ 3 K +4
al = ———M—
2
2
bl = % (3.13)

Construisons quelques traces avec des valeurs -2 < k <2.
> Pas:=[-2,-1.9,-1.5,-1,-0.5,0,0.5,1,1.5,1.9, 2];
Pas == [—2,—1.9,—1.5,—1,—0.5,0,0.5,1,1.5,1.9,2] 3.149)

> Hyperbol e yOzl: =seq(spacecurve([k, al/cos(t), bl*tan(t)],t=-Pi/3..Pi/3,
col or="Bright 7"), k=Pas):

Hyper bol e_yQz2: =seq(spacecurve([ k, al/cos(t),bl*tan(t)],t=-4*Pi/3..-2*
| Pi/3,color="Bright 7"), k=Pas):

> di spl ay(Hyperbol e _yQOzl, Hyperbol e yOz2, scal i ng=unconstrai ned) ;

Pour la construction d'hyperboles avec des valeurs k<-2 ou des valeurs k>2, il faut inverser l'abscisse et
I'ordonnée dans spacecur ve afin d'invertir le r6le des variables x et z.

> al: =5*sqrt (abs(1-k"2/4));
bl: =3*sqrt (abs(1-k"2/4));

2
a1==5/ 1+
4

kz
bl = 3/ 1 (3.15)

> Pas:=[-5,-4,-3.5,-3,-2.5,-2.3,-2.2,-2.1,-2.2,1.2.2,2.4,2.5,3,3.5,4, 5]

Pas = [ —5, —4, —3.5, =3, —2.5, =2.3, —2.2, —2.1, —2.2,2.4,2.4,2.5,3,3.5,4, 5| 3.16)

B Hyper bol e_yQz3: =seq(spacecurve([k, bl*tan(t),al/cos(t)],t=-Pi/3..Pi/3,
col or="Bright 9"), k=Pas) :
Hyper bol e_yQOz4: =seq(spacecurve([k, bl*tan(t),al/cos(t)],t=-4*Pi/3..-2*
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| Pi/3,color="Bright 9"), k=Pas):
> di spl ay(Hyperbol e _yQz3, Hyperbol e _yOz4, scal i ng=unconstrai ned) ;

v
<

Superposons ces deux familles d'hyperboles dans un méme graphique.

> di spl ay(Hyperbol e_yQz1l, Hyperbol e_yQOz2, Hyper bol e_yCOz3, Hyper bol e_yCz4,
ori entation=[55, 66],
views[-5..5,-5..5,-10..10]);

> di spl ay(Hyperbol e xQz1, Hyper bol e_x0z2, Hyper bol e xOz3, Hyper bol e_xCz4,
Hyper bol e_yQOz1, Hyper bol e_yQOz2, Hyper bol e_yQOz3, Hyper bol e_yQOz4,
orientation=[55, 66],
view=s[-5..5,-5..5,-10..10]);
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16

E)btenons quelques traces avec des plans paralléles au plan de coordonnées xOy. Posons z = k.
> Eq_particuliére: =subs(z=k, Eq_général e);

; X VK
Eq particuliere := — + — — — =1 3.17
-r 4 9 25 ( )
B Eg_transition: =Eq_particuliére+(k”r2/ 25=k’\2/ 25);
, 2 2
Eq transition == *— + y =1+ L (3.18)
4 9 25

Pour chaque valeur k telle que -infinity < & < infinity, I'équation précédente représente une équation d'une
ellipse. Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.

> Equation_el |lipse:=(1/(1+k"2/25))*Eq_transition;
expand( Equation_el | i pse);

4y
Equation_ellipse == —29 =1
1+
25
‘ N T ! TR (3.19)
4 (1 + £ ] 9 [ + i)
25
2
Posons alors pour I'ellipse d'équation 3 > + y2 > =1,al=2 | 1+ ZL et
a1+ ) 9 (1 + i) >
25
2
p1=3 [ 1+ £
25

> al:=2¢sqrt (1+kn2/ 25)
bl: =3*sqrt (1+k"2/25);

al =

bl = 2NK T2 (3.20)
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Construisons quelques traces avec des valeurs -10 < k£ <10.

> Pas:=[-10,-8,-6,-4,-2,1,0,1, 2, 4,6, 8, 10];
Pas == [ —10, =8, —6, —4, —2,1,0,1,2,4,6,8,10] (3.21)

B El li pse _xOy: =seq(spacecurve([al*cos(t), bl*sin(t),k],t=0..2*Pi,
| color="Bright 11"), k=Pas):
> display(Ellipse_xOy);

Superposons toutes les hyperboles et cette famille d'ellipses dans un méme graphique. Voici donc la forme de
cette surface.
> di spl ay(Hyperbol e_xQz1, Hyper bol e_x0z2, Hyper bol e_xOz3, Hyper bol e_xCz4,
Hyper bol e_yQOz1l, Hyperbol e_yOz2, Hyper bol e_yQz3, Hyper bol e_yQz4,
El i pse_xOy,
ori entation=[55, 66],
view=[-6..6,-8..8,-10..10]);

Cette surface étant définie implicitement, la macro-commande i npl i ci t pl ot 3d de I'extension pl ot s
eut étre utilisée pour obtenir directement une représentation de cette surface.
> Hyperbol oi de: =i nplicitplot3d(x"2/ar2+y”"2/ b"2-z"2/c"2 = 1,x=-6..6,y=
-8..8,z=-10.. 10,

Quadriques -- 2021-02-09
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grid=[ 20, 20, 107,
styl e=surf ace,

col or ="Ni agara 4"

_ I'i ght nodel =i ght1):
> di spl ay(Hyper bol oi de, axes=franed) ;

Visualisons, sur la surface précédente, les différentes traces laissées par des plans paralléles aux plans de
coordonnées.

> di spl ay( Hyper bol oi de, Hyper bol e_x0Oz1, Hyper bol e_x0z2, Hyper bol e_xQz3,
Hyper bol e_xQz4,
Hyper bol e_yQOz1l, Hyperbol e_yOz2, Hyper bol e_yQz3, Hyper bol e_yQz4,
El i pse_xOy,
axes=franed,
styl e=pat chnogri d,
t ranspar ency=0. 6,
orientation=[55, 66],
view=s[-6..6,-8..8,-10..10]);

Pour terminer, précisons que nous pouvons également tracer cet hyperboloide a une nappe directement a l'aide
des équations paramétriques suivantes:
Quadriques -- 2021-02-09 Page 18 de 51
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x=a (cos(u) —vsin(u))
y=b (sin(u) +vcos(u))

z=cCv
> Surface: =plot3d([a*(cos(u)-v*sin(u)), b*(sin(u)+v*cos(u)),c*v],u=-Pi.
Pi,v=-Pi..Pi,

grid=[ 20, 15],
title=typeset ("Hyperbol oide a une nappe d' équations
paramétriques \n ", x=a*(cos(u)-v*sin(u)),"\n",
y=b*(sin(u)+v*cos(u)),"\n"
, Z=C*V),
I i ght nodel =l i ght 4,
orientation=[50, 75]):

Sur f ace;

Hyperboloide a une nappe d'equations parametriques
x=2cos(u) —2vsin(u)
y=3sin(u) + 3vcos(u)

> di spl ay(Surface,
Hyper bol e _xQOz1, Hyperbol e x0Oz2, Hyper bol e x0Oz3, Hyper bol e_x0z4,
Hyper bol e_yQz1, Hyper bol e_yQz2, Hyper bol e_yOz3, Hyper bol e_yQz4,
Elli pse xOy,
title=typeset("Hyperbol oide a une nappe d' équation:\n
" Eq_général e),
styl e=pat chnogri d,
I i ght nodel =l i ght 4,
t ranspar ency=0. 6,
ori entation=[55, 66],
views[-6..6,-8..8,-10..10]);
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Hyperboloide a une nappe d'equation:

:> unassign('a, b, c');

Y Hyperboloide a deux nappes d'équation z—i — fi — i—z =1

Soit I'hyperboloide a deux nappes d'équation ; - —=—=1

> unassign('a,b,c');
Eq_général e: =x*2/ a*2-y~2/ br2-z72/ c 2 = 1;

L X ?
Eq générale = a_2 — Zz_z — Z_Z =1 4.1)
> a:=3:
b: =4
c: =3:
Hyper bol oi de2: =Eq_génér al e;
2 2 2
Hyperboloide2 = > — X — Z_ =1 4.2
P 9 16 9 @.2)

(_)btenons quelques les traces laissées sur cet hyperboloide a deux nappes par des plans paralléles aux plans de
coordonnées.

Commengons avec quelques plans paralléles au plan de coordonnées yOz afin de saisir pourquoi on dit deux
nappes. Posons x = k.

> Eq_particuliére: =subs(x=k, Eq_général e);

; o | s
Eq particuliere .= — — -— — =— =1 4.3
-r 9 16 9 “.3)
> Eq_transitionl: =Eq_particuliére+(-k"2/9=-k"2/9);
] 2 2 2
Eq transitionl = Y2 - L 4.4)
16 9 9

> Eq_transition2:=-1*Eq_transitioni;

4.5)
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, 22 P
Eq transition? = 2+— + = -1 4+ & “4.5)
16 9 9

2
Seules les valeurs krendant le calcul -1 + % positif ou nul sont a retenir.

> sol ve(- 1+k"2/ 9>=0, k) ;
(_OO, _3]’ [3’ OO) (4'6)

Pour chaque valeur ktelle que -» <k <3 et 3 < k <, |'équation précédente représente une équation d'une
ellipse (ou un point). Autrement c'est un ensemble vide. Ce qui explique que cette surface posséde deux
parties.

Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.
> Equation_ellipse:=(1/(-1+k"2/9))*Eq_transition2;
expand( Equation_el | i pse);

2 2
i’_ 4+ 2
Equation_ellipse = 6—29 =1
LR
9
2 2

2
Obtenons quelques ellipses avec ~o < k <-3et3 <k <o enposantal =4 | -1+ % et
2
bl1=3 | -1+ Ls
9

> al: =4*sqrt (- 1+k"2/9);
bl:=3*sqrt(-1+k"2/9);

bl ==~ K —9 (4.8)
> Pas:=[-12,-10,-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3.1,3.1,4,5,6,7,8,9, 10, 12]:
Ellipse_yQOz: =seq(spacecurve([k,al*cos(t),bl*sin(t)],t=0..2*Pi,color=
"Bright 3"), k=Pas):

di splay(El lipse_yOz);
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Obtenons maintenant quelques traces laissées par des plans paralleles au plan de coordonnées xOz. Posons
y=k.
> Eq_particuliére: =subs(y=k, Eq_général e);

, 2
Eq particuliere == % NS S 1 4.9)

> Eq_transition: =Eq_particul i ére+(k"2/16=k"2/ 16);
r 2 2 2
Eq transition = ; _Zz _ kK

=1+ 4.10
9 16 ( )

}_)our chaque valeur £ telle que - < k£ <oo, I'équation précédente représente une équation d'une hyperbole.
Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.
> Equation_hyperbol e: =(1/ (1+k"2/ 16))*Eq_transiti on;
expand( Equat i on_hyper bol e) ;
2 2

4
Equation_hyperbole = % =1
1+
16
2
< — — =1 (4.11)
Kk k
9 (1 +— J 9 [1 + —)
16 16
: S e 2 _ _ 3
Posons alors, pour I'hyperbole d'équation 5 - 5 =l,al=3 | 1+ — et
9|1+ i) 9 (1 - i)
16 16
2
p1=3 [ 1+5
16

> a1:=3*sqrt(1+kn2/ 16)
bl: =3*sqrt (1+k"2/16);
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2
bl = 3k+16 4.12)
Ejonstruisons quelques traces avec des valeurs -8 < k <8.
> Pas:=[-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8];
PaS = [_85 _7, _69 _55 _4, _39 _25 _1, 05 1, 25 35 4, 5, 65 79 8] (4'13)

> Hyperbol e_xOz1l: =seq(spacecurve([al/cos(t), k, bl*tan(t)],t=-Pi/3..Pi /3,
col or="Bright 5"), k=Pas):

Hyper bol e_x0Oz2: =seq(spacecurve([al/cos(t), k, bl*tan(t)],t=-4*Pi/3..-2*%
Pi/3,col or="Bright 5"), k=Pas):

di spl ay( Hyper bol e_xCz1, Hyper bol e_xCz2);

Finalement, obtenons quelques traces avec des plans parall¢les au plan de coordonnées xOy. Posons z = k.
> Eq_particuliére: =subs(z=k, Eq_général e);

; X _ )k 4.14
Eq particuliere '= — — — — — =1 .
-r 9 16 9 ( )
_> Eq_transition: =Eq_particuliére+(k~2/ 9=k"2/9);
. < A <
Eq transition = — — — =1+ — 4.15)
9 16 9

Pour chaque valeur ktelle que - o < k <o, I'équation précédente représente une équation d'une hyperbole.
Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.

> Equat i on_hyper bol e: =(1/ (1+k”~2/9)) *Eq_transi tion;
expand( Equat i on_hyper bol e) ;

2 2
X _ )y
E"quation_hyperbole = % =1
1+ Ls
9
. 2
—~ L =1 (4.16)
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: S X ¥ _ _ 3
Posons alors pour I'hyperbole d'équation - =l,al=3 | 1+ — et
® ® 9
9 16
2
bi=4 |1+ 5
9

> al: =3*sqgrt (1+k"2/9);
bl: =4*sqrt (1+k"2/9);

al =K +9
2
bl = 4—\/"3+9 4.17)

:Construisons quelques traces avec des valeurs -5 < k£ < 5.
> Pas:=[-5,-4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4,5];
Pas = [ —5, —4, =3, =2, —1,0,1,2,3,4,5] (4.18)

> Hyperbol e_xOy1l: =seq(spacecurve([al/cos(t),bl*tan(t),k],t=-Pi/3..Pi /3,
color="Bright 7"), k=Pas):

Hyper bol e_xOy2: =seq(spacecurve([al/cos(t), bl*tan(t),k],t=-4*Pi/3..-2*%
Pi/3,color="Bright 7"), k=Pas):

di spl ay( Hyper bol e_xOy1, Hyper bol e_x0y2);

-
=

Superposons toutes les hyperboles et cette famille d'ellipses dans un méme graphique. Voici donc la forme de
cette surface.
> display(Ellipse_yQr,

Hyper bol e_xQz1, Hyper bol e_x0z2,

Hyper bol e _xOy1l, Hyperbol e_x0Oy2,

axes=franed,

orientation=[55,66]);
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I, .i‘;#;'_'-
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e
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gf

Cette surface étant définie implicitement, la macro-commande i npl i ci t pl ot 3d de I'extension pl ot s
peut étre utilisée pour obtenir directement une représentation de cette surface.
> Hyper bol oi de2: =i npli ci t pl ot 3d(x"2/ ar2-y"2/ b"2-z72/cN2 = 1,x=-12..12,
y=-16..16,z=-12. .12,
grid=[ 20, 20, 15],
styl e=surf ace,
col or="Ni agara 4",
|'i ght model =light1l):
di spl ay( Hyper bol oi de2, axes=franed) ;

> di spl ay( Hyper bol oi de2,

Ellipse yQOr,

Hyper bol e_xQz1, Hyper bol e_x0z2,
Hyper bol e _xOy1l, Hyperbol e_x0Oy2,
axes=f raned,

transpar ency=0. 6,

ori entation=[55, 66],
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styl e=pat chnogri d);

En terminant, précisons que nous pouvons également tracer cet hyperboloide & deux nappes directement a
l'aide des équations paramétriques suivantes:
c

e cos(u)

y=btan(u) sin(v)
z=atan(u) cos(v)

Nous allons tracer cette surface définie paramétriquement en deux parties, 1'une avec des valeurs positives
d'abscisses et la seconde, avec des valeurs négatives.
> Surfacel: =plot3d([c/cos(u), b*tan(u)*sin(v),a*tan(u)*cos(v)], u=-5*
Pi/12..5*Pi/12,v=-Pi/2..Pi/2,
grid=[ 40, 40]):
Surface2: =pl ot 3d([c/cos(u), b*tan(u)*sin(v),a*tan(u)*cos(v)], u=-17*
Pi/12..-7*Pi/12,v=-Pi/2..Pil2,
L grid=[ 40, 40]):
> di splay(Surfacel, Surface2,
title=typeset("Hyperbol oide a deux nappes d' équations
paranmetriques \n ", x=c/cos(u),"\n",
y=b*tan(u)*sin(v),"\n",
z=a*tan(u)*cos(v)),
I i ght nodel =Ii ght 4,
scal i ng=unconst r ai ned,
ori entation=[ 60, 60]);
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Hyperboloide a deux nappes d'equations parametriques

cos(u)
y =4 tan(u) sin(v)
z =3 tan(u) cos(v)

> di splay(Surfacel, Surface2,

Ellipse_yQz,

Hyper bol e xQz1, Hyperbol e_xQz2,

Hyper bol e_xOy1, Hyper bol e_x0Oy2,

axes=franed,

title=typeset ("Hyperbol oide a deux nappes d' équation:\n ",
Eq_général e),

styl e=pat chnogri d,

| i ght model =Ii ght 4,

ori entation=[55, 66],

vi ew=[ -10..10,-16..16,-12..12]);
Hyperboloide a deux nappes d'equation:

:> unassign('a, b,c');

A ° . ” . 2 2
Y Cone elliptique d'équation 7 —* — Y=o

Soit le cone d'équation - % - —% =0.
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| > unassign('a,b");
> Eq_général e: =z72-x"2/ at2-y~2/ br2 = 0;
EQ_générale =7 — iz — = = (5.1
a b
> a:=3:
b: =4:
Cone: =Eq_génér al e;
2 2
Cone =2—-2 XY = 52)
9 16

Obtenons quelques traces laissées sur ce cone par des plans paralléles aux plans de coordonnées.

Commengons l'illustration de ces traces avec des plans paralleles au plan de coordonnées xOy. Posons z = k.
> Eq_particuliére: =subs(z=k, Eq_général e);
Eq particulicre == I — 2~ — X =0 (5.3)

> Eq_transition1:=Eq_particuliére+(-5“2=-§“2);

Eq transition] == ->— — X = 2 54
- 9 16 (54)

> Eq_transition2:=-1*Eq_transitionl
Eq_transition2 = % + 5—6 =K (5.5)

Pour chaque valeur ktelle que - < k <o, I'équation précédente représente une équation d'une ellipse.
Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.

> Equation_ellipse: =1/ k"2*Eq_transition2;
expand( Equation_el | i pse);

2
E
Equation_ellipse = 9—216 =1
k
iz LY - =1 (5.6)
9k 16 k

Obtenons quelques tracé d'ellipses avec -8 < k <8 en posant al =3 ket bl = 4k.

> al: =3*k;
bl: =4*k;
al =3k
bl == 4k (5.7
> Pas: =seq(2*k/ 3, k=-24..24,3);
Pas = —16, —14, —12, —10, —8, —6, —4, —2,0,2,4,6, 8, 10,12, 14, 16 (5.8)

> Ellipse_xOy: =seq(spacecurve([al*cos(t), bl*sin(t),k],t=0..2*Pi, col or=
"Bright 3"), k=Pas):
di splay(El i pse_xOy, scal i ng=unconstr ai ned) ;
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Obtenons maintenant quelques traces laissées sur la surface par des plans parall¢les au plan de coordonnées
xOz. Posons y = k.

> Eq_particuliére: =subs(y=k, Eq_général e);

’ y X 7
Eq particuliere == z" — — — — =0 5.9)
9 16
> Eq_transition: =Eq_particul i ére+(k*2/ 16=k"2/ 16);
, 2
Eq_transition == 2> — ﬁ - K (5.10)
9 16

Pour chaque valeur k£ ou - o < k <o, |'€quation précédente représente une équation d'une hyperbole.
Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.

> Equation_hyperbol e: =1/ (k~2/ 16) *Eq_transition
expand( Equat i on_hyper bol e) ;
2
16(zz—x—)
v 9) 4

Equation_hyperbole =

2
2
SE 16’5 -1 (5.11)
K Ok
- 2
Posons alors pour I'hyperbole d'équation = 3 =1,al = L3 et bl = 3k
®o 9K 4 4
_ 16 16
> al: =k/ 4;
b1l: =3*k/ 4;
al = L3
4
LS (5.12)
4
Construisons quelques traces avec des valeurs -15 < k£ <15.
> Pas: =seq(2*k/ 3, k=-60. . 60, 3);
Pas := —40, —38, —36, —34, —32, —30, —28, —26, —24, —22, —20, —18, —16, —14, —12, (5.13)
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—10, —8, —6, —4, —2,0,2,4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40
> Hyperbol e xOzl: =seq(spacecurve([bl*tan(t), k,al/cos(t)],t=-Pi/3..Pi/3,
color="Bright 5"), k=Pas):

Hyper bol e_x0z2: =seq(spacecurve([bl*tan(t), k,al/cos(t)],t=-4*Pi/3..-2*
Pi/3,color="Bright 5"), k=Pas):

di spl ay( Hyper bol e _xQOz1, Hyper bol e xOz2, scal i ng=unconst r ai ned) ;

Superposons cette famille d'hyperboles et la famille d'ellipses dans un méme graphique.
> di splay(Ellipse_xOy,

Hyper bol e_x0Oz1, Hyper bol e_x0z2,

scal i ng=unconstrai ned,

orientation=[30,80]);

.".IIIIIIIWW'
N

N,

- e TT XTI 7

7o
[/ G
LI

AL
[ <N
/A
Einalement, obtenons quelques traces avec des plans paralléles au plan de coordonnées yOz. Posons x = .
> Eq_particuliére: =subs(x=k, Eq_général e);

Eq particuliére = 2> — - — 2 =0 (5.14)
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> Eq_transition:=Eq_particuliére+(k*2/9=k"2/9);

, 2
Eq_transition == 2> — 5—6 = % (5.15)

Pour chaque’ valeur ktelle que - < k <o, I'équation précédente représente une équation d'une hyperbole.
Exprimons Eq_transition sous la forme réduite.
> Equat i on_hyper bol e: =(1/ (k”2/9))*Eq_transiti on;
expand( Equat i on_hyper bol e) ;
9 [zz - y—2 ]
Ue)

92 9y
7 R (5.16)

AU R
3 3

Equation_hyperbole =

- 2
z
LY
9 16

Posons alors pour I'hyperbole d'équation

j> al: =k/ 3;
bl: =4*k/ 3;

b1 = 2k (5.17)

:Construisons quelques traces avec des valeurs -15 < k£ < 15.

> Pas: =[seq(2*k/ 3, k=-36..36,3)];

Pas = [ —24, —22, —20, —18, —16, —14, —12, —10, —8, —6, —4, —2,0,2,4,6,8,10,12, 14,16, (5.18)
18,20,22,24]

> Hyperbol e_yOzl: =seq(spacecurve([k, bl*tan(t),al/cos(t)],t=-Pi/3..Pi/3,
color="Bright 7"), k=Pas):

Hyper bol e_yQz2: =seq(spacecurve([k, bl*tan(t),al/cos(t)],t=-4*Pi/3..-2*
Pi/3,color="Bright 7"), k=Pas):

di spl ay( Hyper bol e_yQOz1, Hyper bol e_y(Qz2, scal i ng=unconst r ai ned,
orientation=[55, 66]);
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> di splay(Ellipse_xOy,

Hyper bol e_xOz1, Hyper bol e_x0z2,
Hyper bol e_yQz1, Hyperbol e _yQz2,
axes=franed,

scal i ng=unconst rai ned,
orientation=[55, 66]);

Cette surface étant définie implicitement, la macro-commande i npl i ci t pl ot 3d de l'extension pl ot s
peut étre utilisée pour obtenir directement une représentation de cette surface.
> a:=3:
| br=4:
> Cone: =i nmplicitplot3d(z*2-x"2/ar2-y"2/b"2 = 0, x=-65..65, y=-65..65,z=
-16.. 16,
grid=[ 30, 20, 207,
styl e=surf ace,
col or="Ni agara 4",
i ght nodel =l'i ght1):
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di spl ay( Cone, axes=f ramed, scal i ng=unconst rai ned, ori ent ati on=[ 50, 65] ) ;

> di spl ay( Cone,

Ellipse xOy,

Hyper bol e_xQOz1, Hyper bol e_x0z2,
Hyper bol e_yQz1, Hyperbol e _yQz2,
axes=f raned,

t ranspar ency=0. 6,

scal i ng=unconst rai ned,

ori entation=[55, 66],

styl e=pat chnogri d) ;

Pour terminer, précisons que nous pouvons également tracer ce cone elliptique directement a 1'aide des
équations paramétriques suivantes:
x=aucos(v)
y=busin(v)
z=u
Le rendu de la surface est, de loin, supérieur a celui qui a été obtenu avec la macro-commande
i mplicipl ot 3d.
{> Sur face: =pl ot 3d([ a*u*cos(v), b*u*sin(v),u],u=-6..6,v=-2*Pi .. 2*Pi ,

Quadriques -- 2021-02-09 Page 33 de 51




34

grid=[ 40, 40],
title=typeset("Cone elliptique d' équations paranétriques \n
", x=a*u*cos(v),"\n",
y=b*u*sin(v),"\n",
z=u),
I i ght model =l'i ght 4):

di spl ay(Surface, scal i ng=unconstrai ned, ori entati on=[ 50, 75] ) ;
Cone elliptique d'equations parametriques
x=3ucos(v)
y=4usin(v)

Z=U

> di splay(Surface,

Ellipse xOy,

Hyper bol e_x0Oz1, Hyper bol e_x0z2,
Hyper bol e_yQz1, Hyperbol e _yQz2,
axes=f raned,
title=typeset("Cone elliptique d équations:\n ", Eq_général e),
styl e=pat chnogri d,

| i ght model =Ii ght 4,

ori entation=[50, 70],

styl e=pat chnogri d,

transpar ency=0. 6,

scal i ng=unconstrai ned,

vi ew=[ - 20..20,-25..25,-6..6]);
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Cone elliptique d'equations:

9 16~

:> unassign('a, b, c');

Y Paraboloide elliptique d'équation ; — x—i - :% =0

a b
: e X _
Soit le paraboloide elliptique d'équation 7 — ; - 6 0
> unassign('a,b');
Eq_général e: =z-x"2/ a*2-y"2/ b"2 = 0;
Eq générale = z — = - ﬁz = 6.1)
a b
> a:=3:
b: =4:
Par abol oi de_el | i pti que: =Eq_génér al e;
Paraboloide_elliptique = z — % e =0 (6.2)

Obtenons quelques traces laissées sur ce paraboloide par des plans paralléles aux plans de coordonnées.

Commengons l'illustration de ces traces avec des plans parall¢les au plan de coordonnées xOy. Posons z = k.
> Eq_particuliére: =subs(z=k, Eq_général e);

Eq particuliére = k — é —==—=0 (6.3)

> Eq_transitionl: =Eq_particuliére+(-k=-Kk);
2 2

Eq transition] = ->— — X = _f 6.4
- 9 16 (64)
> Eg_transition2:=-1*Eq_transitionil;
] 2 2
Eq transition2 := % + i}—6 =k 6.5)

Pour chaque valeur £ telle que 0 < k£ < infinity, 1'équation précédente représente une équation d'une ellipse (ou
d'un seul point). Exprimons Eq transition sous la forme réduite.
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> Equation_ellipse:=1/k*Eq_transition2;
expand( Equation_el | i pse);
RS
Equation_ellipse = 2 . 16 _ 1
E S (6.6)
9k 16k

Obtenons quelques ellipses avec 0 < k£ <12 en posant al = 3\/7 et bl = 4\/7
> al: =3*sqrt (k);
bl: =4*sqrt (k);

al =3Jk
bl =4k (6.7)

> Pas:=[0.125,0.25,0.5,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12] :
Elli pse_xOy: =seq(spacecurve([al*cos(t), bl*sin(t),k],t=0..2*Pi, col or=
"Bright 3"), k=Pas):
di splay(Elli pse_xOy, ori entation=[ 35, 70], scal i ng=unconst rai ned) ;

Obtenons maintenant quelques traces laissées par des plans paralléles au plan de coordonnées xOz. Posons

y=k.

> Eq_particulieére: =subs(y=k, Eq_général e);
2

. o i
Eq particuliere =z — > — X =0 6.8
q.p s 16 (6.8)
> Eq_transition:=Eq_particuliére+(x"2/ 9+k"2/ 16=x"2/ 9+k"2/ 16) ;
: PR <
Eg transition := z= ~— + — 6.9
- 9 16 (6.9)

Pour chaque valeur ktelle que - < k <o, I'équation précédente représente une équation d'une parabole.
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Construisons quelques paraboles avec des valeurs -12 < k <12.
> Pas: =[seq(2*k, k=-5..5)];
Pas == [ —10, —8, —6, —4, —2,0,2,4,6,8,10] (6.10)

B Par abol e_xQz: =seq(spacecurve([x, k, 1/ 9*x"2+1/ 16*k"2] , x=-6. . 6, col or =
"Bright 5"), k=Pas):
di spl ay(Par abol e_xQz, ori entati on=[ 35, 70], scal i ng=unconstr ai ned) ;

Superposons cette famille de paraboles et la famille d'ellipses dans un méme graphique.
> di splay(Ellipse_xOy,

Par abol e_xQz,

orientation=[ 35, 70],

scal i ng=unconstrai ned) ;

I?inalement, obtenons quelques traces avec des plans paralléles au plan de coordonnées yOz. Posons x = k.
> Eq_particuliére: =subs(x=k, Eq_général e);
, 2 2
Eq particuliere := z — % — i}—6 =0 (6.11)

> Eq_transition:=Eq_particulieére+(k"2/ 9+y"2/ 16=k 2/ 9+y"2/ 16) ;
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) 2 yz
Eg transition := z= — + ~— 6.12
\‘ 7= 9 16 ( )

Pour chaque valeur ktelle que - o < k <o, |'€quation précédente représente encore une équation d'une
parabole.

Construisons quelques paraboles avec des valeurs -8 < k <8.
> Pas: =[seq(k, k=-8..8,2)];
Pas = [ —8, —6, —4, —2,0,2,4,6, 8] (6.13)

j> Par abol e_yQz: =seq(spacecurve([ Kk, y, 1/ 9*k”2+1/ 16*y"2],y=-9..9, col or=
"Bright 7"), k=Pas):
di spl ay( Parabol e_yQz, scal i ng=unconstrai ned) ;

Superposons les deux familles de paraboles et la famille d'ellipses dans un méme graphique. Voici donc la
forme de cette surface.
> di splay(Ellipse_xOy,

Par abol e_xQz,

Par abol e_yQz,

axes=franed,

orientation=[55, 66],

scal i ng=unconstrai ned) ;
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Nous pouvons tracer directement ce paraboloide elliptique avec la macro-commande pl ot 3d au lieu d'utiliser
la macro-commandei npl i ci t pl ot 3d.
> Par abol oi de: =pl ot 3d([ X, y, 1/ 9*x~2+1/ 16*y~2], x=-8.. 8, y=-10. . 10,
styl e=surf ace,
col or="Ni agara 4",
i ght nodel =i ght1):
di spl ay( Par abol oi de, scal i ng=unconstr ai ned) ;

> di spl ay( Par abol oi de, El | i pse_xOy, Par abol e_xQz, Parabol e_yQz,
axes=f raned,
styl e=pat chnogri d,
transpar ency=0. 6,
scal i ng=unconst rai ned,
orientation=[55,66]);
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Nous pouvons tracer ce paraboloide elliptique sur un domaine elliptique. Cela donne une allure plus attendue
pour cette surface.

> Par abol oide_bis:=plot3d([x,y, 1/9*x"2+1/ 16*y~2],x=-11.. 11, y=-4/ 3*sqrt
(121-x"72)..4/3*sqrt(121-x"2),
grid=[ 45, 45],
styl e=surf ace,
col or="Ni agara 4",
i ght nodel =l i ght1):
di spl ay( Par abol oi de_hi s,
scal i ng=unconst rai ned,
orientation=[ 30, 70]);

> di spl ay( Par abol oi de_bi s, El | i pse_xOy, Par abol e_xCOz, Par abol e_yQz,
axes=f raned,

styl e=pat chnogri d,

| i ght model =Ii ght 4,

transpar ency=0. 6,

scal i ng=unconstrai ned,
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ori entation=[30, 70]);

Pour terminer, précisons que nous pouvons tracer ce paraboloide elliptique a l'aide des équations
paramétriques suivantes:

J @ u cos(v)
J b u sin(v)

u

x
y
z

Il
&}

Le rendu de la surface est supérieur a celui qui est obtenu avec la macro-commande i npl i ci pl ot 3d
> Surface: =plot3d([sqrt(ar2*u)*cos(v),sqrt(b”2*u)*sin(v), u],u=0..14,v=
0..2*Pi,
grid=[ 40, 45]):
di spl ay( Surf ace,
orientation=[ 30, 70],
title=typeset("Parabol oide elliptique d' équations
paranmétriques \n ", x=sqrt*(a”2*u)*cos(v),"\n",
y=sqrt (b”"2*u) *sin(v), "\ n",
z=2*u),
| i ght model =Ii ght 4,
scal i ng=unconst r ai ned) ;
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" Eq_général e),

:> unassign('a,b');

{> unassign('a,b');
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Soit le paraboloide hyperbolique d'équation z — i + i

Paraboloide elliptique d'equations parametriques
x=9sqrtucos(v)

y=4Ju sin(v)

z=2u

axes=f raned

| i ght model =Ii ght 3,
styl e=pat chnogri d,

t ranspar ency=0. 6,

scal i ng=unconst rai ned,
orientation=[30,70]);

Paraboloide elliptique d'equation

64

Eq_général e: =z-x"2/ a*2+y"2/ b"2 = 0;

[ > di spl ay(Surface, El li pse_xOy, Parabol e xQz, Par abol e_yQz,
title=typeset ("Parabol oide elliptique d' équation

Y Paraboloide hyperbolique d'équation : — x—z + % =0

b

\'n

42
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, 2 2
Eq générale =z — -~ + L =0 (7.1)
i@ v
B a: =3*sqrt(3):
| b:=8:
> Par abol oi de_hyper bol i que: =Eq_génér al e;
2 2

Paraboloide hyperbolique = z — ~— + X~ =0 7.2
_hyp q 7 T (7.2)

Obtenons quelques traces laissées sur ce paraboloide hyperbolique par des plans paralléles aux plans de
coordonnées.

Commengons l'illustration de ces traces avec des plans paralleles au plan de coordonnées yOz. Posons x = k.
> Eq_particuliére: =subs(x=k, Eq_général e);

Eq_particuliére == z — £ + > =0 (7.3)
27 64 )
> Eq_transition: =Eq_particul i ére+(-yr2/ 64+k"2/ 27=-y"2/ 64+k"2/ 27);
) 2 2
Eq_transition == z= -2 + L (7.4)
64 27

Pour chaque valeur £ telle que -infinity < £ < infinity, I'équation précédente représente une équation d'une
parabole.

Obtenons quelques paraboles avec -10 < £ < 10.
> Pas: =[ seq(k, k=-10..10)];
Par abol e_yQz: =seq(spacecurve([k,y, -1/ 64*y~2+1/ 27*k"2] , y=-20. . 20,
color="Bright 2"), k=Pas):
Pas = [ —10, —9, —8, —7, —6, —5, —4, =3, —2, —1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] (7.5)

> di spl ay(Parabol e yQz, ori entati on=[ 35, 70], scal i ng=unconst rai ned) ;

Obtenons maintenant quelques traces laissées par des plans paralléles au plan de coordonnées xOz. Posons

=k.
r; Eq_particul i ére: =subs(y=k, Eq_générale);
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) 2
: L k
Eq particulicre ==z — >— + 2 =0 7.6
r 27 64 (7.6)
> Eq_transition: =Eq_particuliére+(x"2/27-k"2/ 64=x"2/ 27-k"2/ 64);

, x2 k2

Eg transition := z= —— — — 7.7

2 S &

Pour chaque valeur ktelle que - o < k <o, I'équation précédente représente encore une équation d'une

parabole.

Construisons quelques paraboles avec des valeurs -20 < k <20.

> Pas: =[seq(2*k, k=-10..10)];
Pas = [ =20, —18, —16, —14, —12, —10, —8, —6, —4, —2,0,2,4,6,8,10, 12, 14,16, 18,20] (7.8)

B Par abol e_xQz: =seq(spacecurve([x, k, 1/ 27*x"2- 1/ 64*k"2], x=-10.. 10, col or =

"Bright 5"), k=Pas):
di spl ay( Par abol e_xQz, scal i ng=unconst r ai ned) ;

Superposons ces deux familles de parabolesdans un méme graphique.
> di spl ay( Parabol e_yQOz, Par abol e_xQz, scal i ng=unconstr ai ned) ;

A ,-.,’, Vi
KRR
AN

\
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Finalement, obtenons quelques traces avec des plans parall¢les au plan de coordonnées xOy. Posons z = k.
> Eq_particuliére: =subs(z=k, Eq_général e);

2 2
Eq particuliére = k— 2>— + 24— =0 7.9
-7 27 64 (79)
> Eq_transitionl: =Eq_particulieére+(-k=-k);
Eq_transition] = —ﬁ + i = -k (7.10)
27 64

> Eq_transition2: =Eq_transitionl*(-1/k);
expand( Eq_transition2);

2 2
T
Eq transition2 = —7T6 =1
. 2
A | (7.11)
27k 64k

Pour chaque valeur & epsilon R\{0}, I'équation précédente représente 1'équation d'une hyperbole. Nous
devrons traiter deux cas selon le signe de k.

z

Pour £> 0, nous avons la famille d'hyperboles de la forme

27k 64 k
2 p)
Pour k£ < 0, nous avons plutét la famille d'hyperboles de la forme 2y X -
P P 64l 2714

Nous allons utiliser des équations paramétriques d'une hyperbole pour mieux obtenir leur tracé.
Rappelons que nous avons déja utilisées les équations paramétriques d'une hyperbole centrée a l'origine

d'équation ﬁz - ;;2—2 = 1. Ces équations sont
a
x=—4
cos(t)
y=btan(t)

Obtenons, en premier, quelques hyperboles avec k> 0 en posant al =+ 27k =3/ 3k etbl =+ 64k =

8 k.
> al: =3*sqrt(3*k);
bl:=8*sqrt (k);

al =33k
bl =8k (7.12)

Efonstruisons quelques hyperboles avec des valeurs 0 < k£ < 80.
> Pas: =[seq(k/3,k=1..9)];

pas=|L 214 3,7 83 (7.13)
3°3 3°3 3°3
Pour mieux illustrer les hyperboles, nous allons les tracer en deux étapes: avec ¢ = - % % pour des valeurs
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positives d'abscisse et avec ¢ = - % "= % pour des valeurs négatives d'abscisses.

> Hyperbol e_xOy1l: =seq(spacecurve([al/cos(t),bl*tan(t),k],t=-Pi/4..Pi/4,
color="Bright 7"), k=Pas):

Hyper bol e_xOy2: =seq(spacecurve([al/cos(t), bl*tan(t),k],t=-5*Pi/4..-3*
Pi/4,col or="Bright 7"), k=Pas):

di spl ay( Hyper bol e_xOy1, Hyper bol e_xOy2, scal i ng=unconst r ai ned) ;

il
iy

Construisons quelques hyperboles correspondant a des valeurs négatives de & Nous devons inverser l'abscisse
et l'ordonnée dans spacecur ve afin d'invertir le role des variables x et y.
> al: =8*sqrt (abs(k));

bl: =3*sqrt (abs(3*k));

al == 8 H

bl =33 A (7.14)
[ > Pas: =[seq(k/ 3, k=-12..-1)];
Pas= |4 AL 10 5 8 T 55 4 2 1 (1.15)
3 3 33 33 33

> Hyper bol e_xOy3: =seq(spacecurve([bl*tan(t),al/cos(t),k],t=-Pi/4..Pil4,
color="Bright 7"), k=Pas):

Hyper bol e_xOy4: =seq(spacecurve([bl*tan(t),al/cos(t),k],t=-5*Pi/4..-3*
Pi/4,col or="Bright 7"), k=Pas):

di spl ay( Hyper bol e_xOy3, Hyper bol e_xOy4, scal i ng=unconst r ai ned) ;
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Superposons ces hyperboles dans un méme graphique.

> di spl ay(Hyperbol e_xOy1l, Hyper bol e_xOy2, Hyper bol e_xOy3, Hyper bol e_x0Oy4,
scal i ng=unconstrai ned,
orientation=[55, 66]);

\

Superposons les deux familles de paraboles et celle d'hyperboles dans un méme graphique. Voici donc la
forme de cette surface.

> di spl ay( Parabol e_yQz, Par abol e_x0Oz, Hyper bol e_xOy1, Hyper bol e_x0Oy2,
Hyper bol e_xOy3, Hyper bol e_xOy4,
axes=f raned,
ori entation=[55, 66],
scal i ng=unconstrai ned) ;

47
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Ce n'est pas fini. Nous avons a visualiser la trace que nous obtenons avec le plan z= 0. Avec le plan z =0,

I'équation de la trace est - i + 5—4 = (. Dans ce cas, la trace correspond a deux droites concourantes a

l'origine.
> sol ve(-x"2/27+y"2/64 = 0,{y});

[yZSTm]’ [y:_STm] (7.16)

Z\j outons au graphique précédent ces deux traces.
> Droitel: =spacecurve([x, 8*sqrt(3)*x/9, 0], x=-10..10, col or="N agara 2"):
Droi t e2: =spacecurve([x, -8*sqrt(3)*x/9, 0], x=-10.. 10, col or="Ni agara 2")

> di spl ay( Parabol e_yQz,

Par abol e_xQz,

Hyper bol e_xOy1l, Hyper bol e_xOy2, Hyper bol e_xOy3, Hyper bol e_xOy4,
Droitel, Droite2,

axes=franed,

styl e=pat chnogri d,

scal i ng=unconst rai ned,

orientation=[45,60]);
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Nous pouvons tracer directement ce paraboloide hyperbolique avec la macro-commande pl ot 3d (au lieu
d'utiliser la macro-commande i npl i ci t pl ot 3d).
> Par abol oi de: =pl ot 3d([ X, y, x"2/ 27-y"2/ 64] , x=-10. . 10, y=-20. . 20):
di spl ay( Par abol oi de,
styl e=surf ace,
col or="Ni agara 4",
| i ght model =Ii ght 1,
scal i ng=unconst r ai ned) ;

> di spl ay( Par abol oi de, Par abol e_yQz, Par abol e_xQOz, Hyper bol e_xOy1,
Hyper bol e_xOy2, Hyper bol e_xOy3, Hyper bol e_x0Oy4,
Droitel,Droite2,

| i ght model =Ii ght 4,

styl e=pat chnogri d,

scal i ng=unconstrai ned,

orientation=[55, 66]);
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Pour terminer, précisons que nous pouvons tracer ce paraboloide elliptique a l'aide des équations
paramétriques suivantes:
xX=au
y=bv
_ z=u’ -
> Surface: =pl ot 3d([ a*u, b*v, ur2-v~2],u=-3..3,v=-3..3,
grid=[20, 20]):
di spl ay(Surface, ori entation=[60, 55],
st yl e=pat ch,
col or="Ni agara 4",
i ght nodel =l i ght 1,
axes=franed,
titl e=typeset ("Parabol oi de hyperbolique d' équations
parangetriques \n ", x=a*u,"\n",
y=b*v, "\ n",
Z=un2-v~"2),
scal i ng=unconst rai ned) ;
Paraboloide hyperbolique d'equations paramétriques

x=3J3 u

y=8v
2
z=u —V
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> di splay(Surface,
Par abol e_yQz, Par abol e_x0z, Hyper bol e_xOy1,
Hyper bol e_xOy2, Hyper bol e_x0Oy3, Hyper bol e_x0Oy4,
Droitel,Droite2,
titl e=typeset ("Parabol oi de hyperbolique d' équation \n ",
Eq_général e),
axes=f raned,
I i ght nodel =Ii ght 4,
styl e=pat chnogri d,
t ranspar ency=0. 6,
scal i ng=unconstr ai ned,
view=[-8..8,-20..20,-4..4],

orientation=[50, 60]);
Paraboloide hyperbolique d'equation
1 > 1 2
zm 55X + 52” 0

:> unassign('a,b');
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