% Optimisation sur un domaine fermé

© Pierre Lantagne
Enseignant retraité du College de Maisonneuve

La premiére version de ce document est parue a I'automne 2006. Je vous présente ici quelques exemples pour
animer en classe des discussions a propos de I'optimisation sur des domaines fermés. Le premier exemple
(Exemple 0) expose les étapes analytiques requises dans la recherche des extrema globaux sur un domaine borné
fermé. Les autres exemples (1 a 5) présentent des surfaces ayant leurs extrema globaux (pas nécessairement
unique) sur la frontiére et/ou a l'intérieur du domaine borné fermé. Le dernier exemple propose aussi une
résolution avec des macro-commandes de I'extension simplex puisque la fonction f a optimiser est linéaire avec
contraintes linéaires.

Bonne lecture a tous !

* Ce document Maple est exécutable avec la version 2020.2

Théoreme des valeurs extrémes pour les fonctions de deux variables.

Si fest continue sur un ensemble borné fermé de D = [R2, alors f atteint un maximum absolu
f (x;,»;) et un maximum absolu f (x,,),), en des points (x;,y;) et (x,,),) de D.

Pour trouver les valeurs maximale et minimale absolues sur un domaine D (borné et fermé), nous devons:
1. calculer les valeurs de f'aux points stationnaires de f'dans D
2. calculer les valeurs extrémes de f'sur la frontiére (bord) de D.
3. dans la liste de ces valeurs, la plus grande valeur est la valeur maximale absolue tandis que la plus
petite valeur est la valeur minimale absolue.

Remarque: Cette démarche est similaire a la démarche d'un probléme d'optimisation sur un intervalle fermé d'une
fonction réelle a une variable réelle.

¥ Initialisation

;> restart;

> wi th(pl ots, di spl ay, poi nt pl ot 3d, pol ygonpl ot 3d, t ext pl ot 3d, spacecurve,
setoptions3d):

wi t h(plottools, disk,transforn:
wi t h( Vect or Cal cul us, Gradi ent, Vector):

> setoptions3d(size=[450, 450], | abel s=[x, Yy, z], axesfont=[ti nes, roman, 8],
axi s=[col or="N agara 4"],
| abel font=[tines, roman, 12],titlefont=[ti nes, roman, 14]);

L'initialisation suivante permettra d'avoir plus de lisibilité des nombres décimaux en supprimamt les zéros non
significatifs a la fin d'un nombre.

> interface(typesetting=extended); # Pour s'assurer |e niveau de
conposi ti on étendue




Typesetting:-Settings(striptrailing=true);
extended

false (1.1)
> Digits: =20;

i nterface( displayprecision=5);
Digits := 20

5 (1.2)

Y Exemple 0

Analyse Stewart, Exemple 7 page 817 :
Quelles sont les valeurs extrémes absolues (extrema globaux) de la fonction f(x,y) = X — 2xy+2ysurle
rectangle D= { (x,») |0 <x<3,0<y <2} ?
> fi=(X,y)->xX"2-2*xX*y+2*y:;
fi=(xy) » X =2px+2y 2.1)

> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=0..3,y=0..2,grid=[20,20]):

Dorai ne: =pl ot 3d([x, vy, 0], x=0..3,y=0..2,grid=[20, 20], styl e=surface,
col or="HTM. 12"):

di spl ay([ Sur face, Dormai ne] , axes=nor mal , ori entati on=[-20, 70, 0]);

I

Cherchons les points stationnaires de f. Obtenons o et o
X V

4

>'diffr(f(x,y),x)=diff(f(x,y),x);
diff(f(x,y),y)=diff(f(x,y),y);
ai (¥ —2yx+2y) =2x—2y
X
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L 9 (X —2yx+2y) =-2x+2 2.2)
0y

[2x—2y=0
Résolvons le systéme
2x+2=0
B solve({diff(f(x,y),x),diff(f(x,y),y)});
{x=1,y=1} (2.3)
(> f(1,1);
1 2.4)

Le seul point stationnaire est (1,1) et il est a I'intérieur de D (pourquoi ?). On retient donc ce point. La valeur
que fatteint en ce point est 1. Nul besoin de tester ce point car nous sommes a la recherche des extremum
globaux f.

[lustrons ensuite le domaine D dans le plan cartésien.

> L1:=textplot3d([1.5 0,0,typeset(L[1])],align=left):

L2: =textplot3d([3,1,0,typeset(L[2])],align=bel ow):
L3: =textplot3d([1.5,2.01,0.01,typeset(L[3])],align=right):
L4: =textpl ot3d([ 0, 1,0.02,typeset (L[4])], al i gn=above):
Coor dP1: =t ext pl ot 3d([ 0, 0, 0, t ypeset ("(0,0,0)")],align=left):
Coor dP2: =t ext pl ot 3d([ 0, 2, 0. 01, typeset ("(0,2,0)")], al i gn=above):
Coor dP3: =t ext pl ot 3d([3,2,0,typeset ("(3,2,0)")],align=right):
Coor dP4: =text pl ot 3d([3,0,0,typeset ("(3,0,0)")], align=bel ow):
di spl ay( Domai ne, styl e=surface, L| | (1..4), CoordP| | (1..4),

orientation=[-20,70,0],

ti ckmarks=[0, 0, 0],

labels=["", ", '],

col or="Ni agara 4",

axes=nor nal ,

view=[0..3,0..2.2,0..1],

scal i ng=const rai ned, si ze=[ 400, 400] ) ;
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Le domaine D possede quatre frontiéres L;, L,, L;, et L,. Analysons f sur chacune de ces fronticres. L'analyse

sur chaque fronti¢re va consister, dans cet exemple, a analyser une fonction d'une variable sur un intervalle
fermé. Dans les autres exemples, nous ferons intervenir 1'analyse habituelle (dérivation et valeurs critiques)
d'une fonction d'une variable sur un intervalle fermé .

Sur L,,y=0alorsf (x,0) = ¥ avec 0 <x<3.11 s'agit d'une fonction strictement croissante de x, son
minimum est £(0,0) =0 et son maximum est £(3,0) =9.

*Sur L,,x=3 alorsf(3,y) =9 — 4y avec 0 <y < 2.1l s'agit d'une fonction strictement décroissante de y, son
maximum est £(3,0) =9 et son minimum est £ (3,2) = 1.

*Sur Ly, y=2alorsf (x,2) =x* —4x + 4 avec 0 <x < 3. Il est facile de voir que la régle f (x) est une carré

parfait /' (x,2) = (x — 2)? sinon, il aurait fallu transformer la forme générale sous la forme canonique pour
mieux analyser la forme quadratique. Comme forme quadratique ou ¢ > 0, le minimum est au sommet en
x=2,donc £(2,2) =0 est le maximum 4 la borne x= 0 d'ou £ (0,2) =4 (a l'autre borne x=3, 1 (3,2)
= 1 est une valeur inférieure).
*Sur L,,x=0 alorsf(0,y) =2y avec 0 <x < 2. Il s'agit d'une fonction croissante, donc le minimum est
£(0,0) =0 et le maximum est £(0,2) =4.

Comparons les valeurs obtenues.

Tableau comparatif

LDpt 0, [G, |G, ]2,

critique [0)]0)[2)]2)]2)
1 0191 1|0]4

En conclusion, le maximum absolu de f sur D est 9 et est atteint en (3,0). Le minimum absolu est 0 et est
atteint en (0,0) et en (2,2).

Remarque : La solution précédente est une indication quant aux étapes a suivre dans la détermination des
extrema globaux. Dans cet exemple, le recours a Maple pour les points stationnaires ou pour l'analyse sur les
fronti¢res n'a pas été indispensable.
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Y Exemple 1

Soit f définie par ' (x) =/ X+ y2 . Le domaine de f est R2. Optimiser f sur le carré
D= {(xy)]-3<x<3,-3<y<3}
> fi=(X,y)->sqrt (x"2+y"2);

f=(xy) » V3P +x 3.1)

> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=5..5,y=-5..5, shadi ng=

zhue, transpar ency=0. 4, col or="Ni agara 4"):

Donai ne: =pl ot 3d([ X, y, 0], x=-5..5,y=-5..5, grid=[ 20, 20], styl e=wi refrane,
color="Ni agara 16"):

Donai ne_opti m sati on: =pol ygonpl ot 3d([[-3,-3,0],[-3,3,0],[3,3,0],[3,
-3,0],[-3,-3,0]],9rid=[20, 20],linestyle=solid,color="N agara 14"):

di spl ay([ Surface, Donmai ne_opti m sati on, Domai ne] , axes=f r anmed,
orientation=[70,60,0]);

Nous aurions pu également tracer la surface f sur un domaine de tracé circulaire au lieu d'un domaine de tracé

rectangulaire (qui doit inclure aussi le domaine d'optimisation tout de méme).

> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=-5..5y=-sqrt(25-x"2)..sqrt(25-x"2),
shadi ng=zhue, t ranspar ency=0. 4, col or="Ni agara 4"):
di spl ay([ Surface, Domai ne_opti m sati on, Domai ne] , axes=f r aned,
orientation=[70,60,0]);
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Recherchons les points stationnaires (méme si on peut le "voir" sur le tracé de la surface).
> Nabl a: =G adient (f(x,y),[Xx,¥]);

V:= S e + —r e (3'2)

Il est évident que, pour cette fonction f, nous n'avons aucun couple (x, ) pour lequel le gradient s'annule.
|:> sol ve({ Nabl a[ 1] =0, Nabl a[ 2] =0}, {x, y});

D'autre part, le gradient de f existe toujours saufen (0,0). Le gradient de f ne s'annulant jamais, le seul point
stationnaire est (0, 0) . De plus, en ce point (0, 0), quelque soit la direction des accroissenments / cos( oc) ala
varibale x et A sin( oc) a la variable y, z=f(x, ) croit toujours. Nous déduisons immédiatement que 0 est le
minimum absolu et qu'il est atteint en (0, 0).

Nous ne ferons pas immédiatement le calcul des valeurs de f sur I'intérieur ni sur chaque frontiere du domaine
d'optimisation. Au fur et a mesure du développement, nous allons que retenir les points stationnaires intérieurs
et les points critiques sur chaque frontiére. Et a la fin, dans un tableau comparatif, nous allons mettre en
évidence les extrema globaux recherchés.

Le point (0,0) est donc a retenir. (La notation d'ensemble va nous permettre d'éviter les redondances.)

> Val eur sRet enues: ={[ 0, 0] };
ValeursRetenues = {[0,0]} 3.3)

Analysons les fronticres. Il y en a quatre.

Sur L, ouy=-3: analyons la fonction f pour -3 <x < 3. Sur L, la fonction f devient
> f(x,-3);
V2 +9 (3.4)

Trouvons les valeurs critiques de f sur cette frontiére. Les bornes de l'intervalle [ — 3, 3] sont d'office des
valeurs critiques.
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Reste donc a analyser f sur 1-3,3[, c'est-a-dire pour -3 <x < 3.
> sol ve(diff((3.4),x)=0,{x});

{x=0} 3.5)
Alors, sur L, on retient les points (0,-3) et les extrémités de L, soit les points ( -3,-3) et (3,-3).

> Val eur sRet enues: =Val eur sRet enues union {[0,-3],[-3,-3],[3,-3]};
ValeursRetenues :== {|[ —3, —3], [0, —3],[0,0], [3, —3]} 3.6)

Sur L, ouy=3: analyons la fonction pour -3 <x < 3. Méme observation que précédemment quant bornes de

l'intervalle.
> f(x,3);
X +9 3.7
zl"rouvons les valeurs critiques de fsur |-3,3].
> sol ve(di ff ((3.7), x) =0, {x})
{x=0} (3.9)

Alors, sur L,, on retient les points (0, 3) et les extrémités de L,, soit les points (-3, 3) et (3,3).

> Val eur sRet enues: =Val eur sRet enues union {[0,3],[-3,3],[3,3]};
ValeursRetenues :== {[ —3, —3], [ —3,3], [0, =3],[0,0], [0,3], [3, =31, [3,3]} 3.9

Sur L; oux=-3: analyons la fonction pour -3 <y <3.
(> 1(-3,y);
VP +9 (3.10)
:Frouvons les valeurs critiques (nous dérivons toujours en considérant I'intervalle ouvert) :
> sol ve(di ff((3.10), y) =0, {y})
{y=0} (3.11)
Z\lors, sur L, on retient les points (-3, 0) et les extrémités de L, soit les points ( -3,-3) et (-3,3).

> Val eur sRet enues: =Val eur sRet enues union {[-3,0],[-3,-3],[-3,3]};
ValeursRetenues := {[_39 _3]5 [_33 0]9 [_3: 3]: [Os _3]> [O: 0]: [Os 3]9 [3> _3]a [33 3]} (3‘12)

Sur L, oux=3: analyons la fonction pour -3 <y <3.
> 1(3,y);
I +9 (3.13)
:Frouvons les valeurs critiques
[> sol ve(diff((3.13)y)=0,{y}):
{y=0} 3.14)
ZAlors, sur L4, on retient les points (3, 0) et les extrémités de L5, soit les points (3,-3) et (3,3).

> Val eur sRet enues: =Val eur sRet enues union {[3,0],[3,-3],[3,3]};
ValeursRetenues == {[ —3, —=3],[—3,0], [ —3,3], [0, —=3],[0,0], [0,3], [3, =3],[3,0], [3,3]} (3.15)

On aurait pu déployer moins d'efforts et donc obtenir la liste de tous les candidats plus simplement par
symeétrie.
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Dans un tableau, comparons les valeurs de la fonction avec les points retenus.

> Val eurs_C:. =op(Val eur sRet enues);
ValeurS_C = [_39 _3]: [_3a0]9 [_33 3]9 [Oa _3]9 [Os 0]9 [Oa3]a [39 _3]9 [3a0]9 [393] (3°16)

Calculs des valeurs de la fonction f en ces points.

> printf("\n%d8s \n","Tabl eau conparatif des valeurs de f aux points

retenus");

printf( \n Poi nts retenus | Val eurs de f
Approx. de f7);

printf( \n SSS oS SSSSSS oSS oSS SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSISS=S

==================2)

seq(printf( \n %35a | 9d3a | %%g , [Valeurs CJ[Kk],f(op(1,op

(k,[Valeurs_C])),op(2,op(k,[Valeurs_C]))),

eval f (f(op(1, op(k,[Valeurs _C])),op(2,op(k,[Valeurs_C]))
))), k=1..nops([Val eurs_C]));
#seq(printf( \n %85a | 9%0a | %g , [Valeurs C[Kk],f(op(1,op
(k,[Valeurs_C)),op(2,op(k,[Valeurs_C))),op(2,op(k,[Valeurs_J))), k=
1..nops([Valeurs _());

Tabl eau conparatif des valeurs de f aux points retenus

Poi nts retenus | Val eurs de f | Approx. de f
[-3, -3] | 3*27(1/ 2) | 4.24264
[-3, 0] | 3 | 3
[-3, 3] | 3*2/7(1/ 2) | 4.24264
[0, -3] | 3 | 3
[0, O] I 0 I 0
[0, 3] | 3 | 3
[3, -3] | 3*27(1/ 2) | 4.24264
[3, 0] | 3 | 3
| [3, 3] | 3*2/7(1/ 2) | 4.24264

En conclusion, le maximum absolu de f sur D est 3 \/7 et est atteint en les points (-3,-3), (3,-3),(-3,3)et
(3,3).Le minimum absolu est 0 et est atteint en (0,0).

I1lustrons les résultats obtenus.

> Proj ection: =spacecurve([[-3,-3,f(-3,-3)],[-3,3,f(-3,3)],[3,3,f(3,3)],
[3,-3,f(3,-3)].[-3,-3,f(-3,-3)]1,
t hi ckness=2,
linestyl e=2,
color="Ni agara 1"):
Li eul: =spacecurve([x, 3,f(x,3)],x=-3..3,color="Ni agara 2", thi ckness=1)

Li eu2: =spacecurve([x,-3,f(x,-3)],x=-3..3,color="Ni agara 2", thi ckness=
1):
Li eu3: =spacecurve([3,y,f(3,y)],y=-3..3,color="Ni agara 2", thi ckness=1)
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Li eud: =spacecurve([-3,y,f(-3,y)],y=-3..3,color="Ni agara 2", thi ckness=
1):

Segnent 1: =poi ntplot3d([[-3,-3,0],[-3,-3,f(-3,-3)]],style=line, color=
"N agara 2",linestyle=3,thickness=1):

Segnent 2: =poi ntplot3d([[-3,3,0],[-3,3,f(-3,3)]],style=line,col or=

"N agara 2",linestyle=3,thickness=1):

Segnent 3: =pointplot3d([[3,-3,0],[3,-3,f(3,-3)]],style=line,col or=

"N agara 2",linestyle=3,thickness=1):

Segnent 4: =poi ntplot3d([[3,3,0],[3,3,f(3,3)]],style=line,color=

"N agara 2",linestyle=3,thickness=1):

Segnment 5: =poi ntplot3d([[-3,0,0],[-3,0,f(-3,0)]],style=line,col or=

"Ni agara 1",linestyl e=2,thickness=1):

Segnent 6: =poi ntplot3d([[0,3,0],[0,3,f(0,3)]],style=line,color=

"Ni agara 2",linestyl e=2,thickness=1):

Segnent 7: =poi ntpl ot 3d([[0,-3,0],[0,-3,f(0,-3)]],style=line,col or=

"Ni agara 1",linestyl e=2,thi ckness=1):

Segnent 8: =poi ntplot3d([[3,0,0],[3,0,f(3,0)]],style=line,color=

"Ni agara 2",linestyl e=2,thickness=1):

Poi nts: =pointplot3d([[0,0,0],[-3,-3,f(-3,-3)],[3,-3,f(3,-3)],[-3,3,f
(-3,3)],13,3,f(3,3)]], synbol =sol i dspher e, synbol si ze=18, col or =" Ni agar a
4"):

Aut resPoi nts: =poi ntplot3d([[-3,0,f(-3,0)],[0,-3,f(0,-3)],[0,3,f(0, 3)
1,[3,0,f(3,0)]], synbol =sol i dspher e, synbol si ze=18, col or="Ni agara 4"):
A: =di spl ay([ Surface, Donmai ne_opti m sati on, Donai ne, Proj ection, Lieu|| (1
.4)],axes=frane,views[-4.3..4.3,-4.3..4.3,0..1(3,3)], orientati on=[55,
65, 0]):

SurfaceBis:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=-3..3,y=-3..3, shadi ng=zhue,
transpar ency=0. 4, col or="Ni agara 4"):

B: =di spl ay([ SurfaceBi s, Donmai ne_opti m sati on, Domai ne, Proj ecti on,
Points, Lieul|(1..4)],Segnment || (1..4), axes=franme,view=[-4.3..4.3,-4.3.
.4.3,0..1f(3,3)],o0rientation=[55,65,0]):

C: =di spl ay([ Domai ne_opti m sati on, Donai ne, Proj ecti on, Poi nt s,
AutresPoints,Lieul|(1..4)], Segnent|]|(1..8), axes=frane, vi ew=[-4. 3.
.4.3,-4.3..4.3,0..1(3,3)],orientati on=[55,65,0]):
display(Matrix(1,3,[A B, C));
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Y Exemple 2
Soit & optimiser £ (x,y) =20 — (x —1)? — (y — 1)? sur le domaine D= { (x,y) |0 <x<4,0 <y <4 —x}.

(> f:=(x,y)->20- (x-1)A2- (y-1) 72;
f=(xy) »20—(x—1)*=(y—1)? (4.1)

_> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=0..4,y=0..4,grid=[20, 20], shadi ng=zhue)

Domai ne: =pl ot 3d([ x, y, 0], x=0..5,y=0..5, grid=[ 20, 20], styl e=wi refrane,
color="Ni agara 16"):

Domai ne_optim sation: =pl ot 3d([ x, y, 0], x=0. .4, y=4-x..0, grid=[ 25, 25],
i nestyl e=solid, styl e=pat chnogri d, col or="HTM. 26"):

di spl ay([ Surface, Donai ne, Domai ne_opti m sati on], axes=nor nal
orientation=[20,70,0]);

Déterminons si f posséde des points stationnaires a l'intéricur du domaine d'optimisation.
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(> Nabl a: =Gradi ent (f(x,y), [ y]):
Vi= (-2x+2)e + (-2y+2)e 4.2)
x ¥y

=> sol ve({Nabl a[ 1] =0, Nabl a[ 2] =0}, {x, y});
{x= Ly= 1} 4.3)

Effectivement, le point (1, 1) est un point intérieur (quand x = 1, 'ordonnée 1 <y =4 —x = 3).

Au fur et a mesure du développement, nous allons que retenir les points stationnaires intérieurs et les points
critiques sur chaque frontiére. Et a la fin, dans un tableau comparatif, nous allons mettre en évidence les
extremum globaux recherchés.

Le point stationnaire (1, 1) est a retenir.

> Val eursRetenues: ={[ 1, 1] };
ValeursRetenues == {[1,1]} “4.4)

Analysons les frontiéres. Il y en a trois.

Sur L; ouy= 0: analyons la fonction pour 0 <x <4.
> f(x,0);
19— (x—1)? 4.5)
Trouvons les valeurs critiques pour 0 <x <4.
> sol ve(diff((4.5), x)=0, {x});
{x=1} (4.6)
Alors, sur L, on retient les points (1,0), (0,0) et (4,0).
> Val eur sRet enues: =Val eur sRet enues union {[1,0],[0,0],[4,0]};
ValeursRetenues := {[0,0],[1,0],[1,1],[4,0]} 4.7

Sur L, oux=0: analyons la fonction pour 0 <y <4.

> £(0,y);
19— (y—1)>2 (4.8)
zl"rouvons les valeurs critiques pour 0 <y <4.
> sol ve(diff((4.8),y)=0,{y});
{y=1} 4.9)
;Xlors, sur L,, on retient les points (0,1),(0,0) et (0,4).

> Val eur sRet enues: =Val eur sRet enues union {[0,1],[0,0],[0,4]};
ValeursRetenues :== {[0,0],[0,1],[0,4],[1,0],[1,1],[40]} (4.10)

Sur L; ouy=4 — x: analyons la fonction pour 0 <x <4.
> f(x, 4-x);

20— (x—1)* = (3 —x)? 4.11)
Trouvons les valeurs critiques pour 0 <x <4.

> sol ve(diff((4.11), x) =0, {x});
(x=2) 4.12)
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Alors, sur Ly, on retient les points (2,2),(0,4) et (4,0).

> Val eur sRet enues: =Val eur sRet enues union {[2,2],[0,4],[4,0]};
ValeursRetenues :== {[0,0],[0,1],[0,4],[1,0],[1,1],[2,2],[40]} (4.13)

Dans un tableau, comparons les valeurs de la fonction avec les points retenus. La notation d'ensemble a permis
d'éviter les redondances.

> Val eurs_C:. =op( Val eur sRet enues) ;
Valeurs_C = [0,0], [0,1],[0,4], [1,0], [1,1],[2,2], [4,0] 4.14)

Calculs des valeurs de la fonction f en ces points.

> printf("\n%8s \n","Tabl eau conparatif des valeurs de f aux points

retenus");

printf( \n Poi nts retenus | Val eurs de f
Approx. de f);

printf( \n e e e e e e e

===================")

seq(printf( \n %35a | 9%d.3a | %%g , [Valeurs CJ[Kk],f(op(1,op

(k,[Valeurs_C])),op(2,op(k,[Valeurs_(C]))),

eval f (f(op(1, op(k,[Valeurs _C])), op(2,op(k,[Valeurs C]))))
), k=1..nops([Val eurs_C]));
#seq(printf( \n %85a | 9%d0a | %g , [Valeurs CJ[Kk],f(op(1,op
(k,[Valeurs_C])),op(2,op(k,[Valeurs_C]))),op(2,op(k,[Valeurs_C]))), k=
1..nops([Valeurs _C]));

Tabl eau conparatif des valeurs de f aux points retenus

Poi nts retenus | Val eurs de f | Approx. de f
[0, O] | 18 | 18
[0, 1] | 19 | 19
[0, 4] | 10 | 10
[1, 0] | 19 | 19
[1, 1] | 20 | 20
[2, 2] | 18 | 18
| [4, 0] | 10 | 10

En conclusion, le maximum absolu de f sur D est 20 et est atteint en (1, 1) (point intérieur). Le minimum
absolu est 10 et est atteint en (4,0) (0,4) sur les bords.

[Mlustrons les résultats obtenus.

> ProjectionHaut:=spacecurve([[0,0,f(2,2)],[4,0,f(2,2)],[0,4,f(2,2)],

[0,0,1(2,2)]],

t hi ckness=2, | i nestyl e=solid,

i nestyl e=2,

col or="Ni agara 1"):
Proj ecti onBas: =spacecurve([[0,0,f(4,0)],[4,0,f(4,0)],[0,4,f(4,0)],[0,
0,f(4,0)11],

t hi ckness=2,
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i nestyl e=2,
col or="Ni agara 1"):
Segnment O: =poi ntplot3d([[21,1,0],[1,1,f(1,1)]],style=line,thickness=1,
i nestyl e=3,
col or="Ni agara 2"):
Li eul: =spacecurve([x, 0,f(x,0)],x=0..4, color="N agara 2",thi ckness=1):
Li eu2: =spacecurve([0, 4-x,f (0, 4-x)],x=0..4, col or="N agara 2",
t hi ckness=1):
Li eu3: =spacecurve([x, 4-x,f(x,4-x)],x=0..4, col or="N agara 2",
t hi ckness=1):
Segnent 1: =spacecurve([[4,0,0],[4,0,f(4,0)]], col or="N agara 2",
i nestyl e=3,thi ckness=1):
Segnent 2: =spacecurve([[0,4,0],[0,4,f(0,4)]],col or="N agara 2",
i nestyl e=3,thi ckness=1):
Segnent 3: =spacecurve([[0,0,0],[0,0,0],[0,0,f(2,2)]], col or="Ni agara
2", linestyl e=2,thickness=1):
Segnent 4: =spacecurve([[4,0,0],[4,0,f(2,2)]],color="N agara 1",
i nestyl e=2,thi ckness=1):
Segnent 5: =spacecurve([[0,4,0],[0,4,f(2,2)]],color="N agara 1",
i nestyl e=2,thi ckness=1):
Segnent 6: =spacecurve([[0,1,0],[0,1,f(0,1)]],color="N agara 1",
i nestyl e=2,thi ckness=1):
Segnent 7: =spacecurve([[1,0,0],[1,0,f(2,0)]],col or="N agara 1",
i nestyl e=2,thi ckness=1):
Segnent 8: =spacecurve([[2,2,0],[2,2,f(2,2)]],color="N agara 1",
i nestyl e=2,thi ckness=1):
Poi nts: =pointplot3d([[1,1,f(1,1)],[1,0,f(1,0)],[0,0,f(0,0)],[4,0,f(4,
0)],[0,1,f(0,1)],[0,4,f(0,4)],[2,2,f(2,2)]], synbol =sol i dspher e,
synbol si ze=12, col or="Ni agara 2"):
A: =di spl ay([ Sur face, Donmai ne_opti m sati on, Donai ne, Proj ecti onHaut ,
Proj ecti onBas, Poi nts, Lieu| | ($1..3), Segnent || ($0..8)], si ze=[ 500, 600],
orientation=[20,70,0]):
B: =di spl ay([ Dormai ne_opti m sati on, Dormai ne, Proj ecti onHaut ,
Proj ecti onBas, Points, Lieu| | ($1..3), Segnent || ($0..8)],orientation=
[-45,85,-10],views[0..4,0..4,0..f(1,1)]):
di splay(Matrix(1,2,[A B]), axes=franed);
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Y Exemple 3
Optimiser f (x,y) =x +y + 22 sur le disque * +)? < 1.

V 3.1 Méthode directe

> f:=(x,y)->x+y+22;
f=(xy) »x+y+22 (5.1.1)

> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=-2..2,y=-2..2,shadi ng=zhue, gri d=

[ 20, 20]):

Dornai ne: =pl ot 3d([x,y,0],x=-2..2,y=-2..2,9rid=[20, 20], styl e=

wi ref rame, col or="Ni agara 16"):

Donai ne_opti m sation: =plot3d([x,y,0],x=-1..1, y=-sqrt(1-x"2)..sqrt
(1-x"2), styl e=pat chnogrid, col or="Dalton 2"):

Bor d: =spacecurve([cos(t),sin(t),0],t=0..2*Pi,color="Dalton 2",

t hi ckness=2):

di spl ay([ Surface, Domai ne, Dormai ne_opti m sati on, Bord], axes=f r aned,
orientation=[70,60,0]);

Optimum_sur_un_domaine_ferme -- 2021-02-15 Page 14 de 27



Déterminons si f posséde des points critiques a I'intérieur du domaine d'optimisation.

[> Nabl a: =G adi ent (f(x,y), [X,y]):

V:i= (1)e + (1)e (5.1.2)
x ¥
Clairement, le gradient existe toujours et ne s'annule jamais. Donc, aucun point stationnaire a l'intérieur du
disque.
Analysons la frontiére. Le cercle peut étre découpé en deux parties L, : y=+ 1 — ¥ et L,:

y=- 1—x pour -1 <x <1.

11 faudra pas oublier les extrémités x =+ 1de ce découpage. Les points ( +1,0) du domaine
d'optimisation sont a retenir.

> Val eursRetenues: ={[1,0],[-1,0]};
ValeursRetenues = {[ —1,0],[1,0]} (5.1.3)

Sur L, ouy=+/ 1 —xz:analyons la fonction pour -1 <x <1.
> f(x,sqrt(-x"2 + 1));
x+y - +1+22 (5.1.4)

Trouvons les valeurs critiques

> sol ve(diff((5.1.4), x) =0, {x});

[xZ g] (5.1.5)

B eval (sqrt(-x72 + 1),x=sqrt(2)/2);

g (5.1.6)

2%]

“[3

Alors, sur L, on retient le point (
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> Val eur sRet enues: =Val eur sRet enues union {[sqrt(2)/2,sqrt(2)/2]};

ValeursRetenues = { [—1,0],[1,0], [%, % H (5.1.7)

Sur L, ouy=-y 1 —x analyons la fonction pour -1 <x <1.
> f(x,-sqrt(-x"2 + 1));
x—+y ¥ +1 +22 (5.1.8)

Trouvons les valeurs critiques

> sol ve(diff((5.1.8), x) =0, {x});

‘x— Q} (5.1.9)

(> eval (-sqrt(-x"2 + 1), x=-sqrt(2)/2):

- g (5.1.10)

Alors, sur L,, on retient le point ( - lzz, lzz J .

> Val eur sRet enues: =Val eur sRet enues union {[-sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2]}
V2 _EHE ﬁ” 5.1.11)
2 b b b 2 efe

2 2

ValeursRetenues := l [—1,0],[1,0],

Dans un tableau, comparons les valeurs de la fonction avec les points retenus. La notation d'ensemble a
permis d'éviter les redondances.

> Val eurs_C:. =op( Val eur sRet enues) ;

Valeurs C :== [ —1,0],[1,0], [— \/27 , - \/27 l, [ \/27 , \/27 I (5.1.12)

> printf("\n%8s \n","Tabl eau conparatif des val eurs de f aux points

retenus");

printf( \n Poi nts retenus | Val eurs de f
| Approx. de f7);

printf( \n S e e e e B e eSS

=====================20) |

seq(printf( \n %35a | %d3a | %g , [Valeurs_CJ[k],f(op(1,

op(k,[Val eurs_C])),op(2,op(k,[Valeurs_C]))),

eval f (f(op(1, op(k,[Valeurs_C])),op(2,op(k,[Valeurs_C])
))))., k=1..nops([Val eurs_C]));
#seq(printf( \'n %35a | 9%0a | %g , [Valeurs_C][k],f(op(1,
op(k,[Valeurs_C])),op(2,op(k,[Valeurs _C]))),op(2,op(k,[Valeurs_C])
))., k=1. . nops([Val eurs_C]));

Tabl eau conparatif des valeurs de f aux points retenus

Poi nts retenus | Val eurs de f | Approx. de f
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[-1, 0] | 21 | 21
[1, 0] | 23 | 23
[-1/2%27(1/2), -1/2%27(1/2)] | -27(1/2)+22 | 20. 5858
[1/2%27(1/2), 1/2%27(1/2)] | 27 (1/2)+22 | 23. 4142
En conclusion, le maximum absolu de f'sur D est 22 +./ 2 et est atteint en ( g, g ) . Le minimum

. 2 2
absolu est 22-,/ 2 et est atteint en ( - Azc,— Azc J .

Illustrons les résultats obtenus.

> Surface:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=-2..2,y=-2..2,style=surface, grid=
[ 20,20]):
Poi nts: =pointplot3d([[sqrt(2)/2,sqrt(2)/2,f(sqrt(2)/2,sqrt(2)/2)],
[-sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2,f(-sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2)]], synbol =
sol i dsphere, synbol si ze=15, col or="Ni agara 2"):
Segnent 1: =poi ntplot3d([[sqrt(2)/2,sqrt(2)/2,0],[sqrt(2)/2,sqrt(2)
12, f(sqrt(2)/2,sqrt(2)/2)]],style=line,thickness=1
i nestyl e=3,
col or="Ni agara 2"):
Segnent 2: =spacecurve([[-sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2,0],[-sqrt(2)/2,-sqrt
(2)/2,f(-sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2)]],style=line,thickness=1
i nestyl e=3,
col or="Ni agara 2"):
Proj ectionl: =spacecurve([x,sqrt(1-x"2),f(x,sqrt(1-x"2))],x=-1..1,
color="Dalton 2",thickness=2):
Proj ection2: =spacecurve([x,-sqrt(1-x"2),f(x,-sqrt(1-x"2))], x=-1.
.1,color="Dalton 2", thickness=2):
di spl ay([ Surface, Donmai ne_opti m sati on, Bord, Poi nts, Segnent | | ($1.
. 2), Domai ne], axes=franed,
Projection|]|(1..2),
shadi ng=zhue,
orientation=[70, 60,0]);
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V¥ 3.2 Méthode avec paramétrisation

Dans la solution précédente, le lecteur aura sans doute remarqué que le tracé de la frontiére du domaine
d'optimisation a été obtenu avec

Bord:=spacecurve( [cos(t),sin(t),0], £ =0..2 1, color="Html 12", thickness=2):

Ce qui a permis de tracer, dans le plan xOy, un cercle de rayon unité centré en (0,0,0). Au secondaire, lors
de votre étude de la trigonométrie, vous avez sans doute étudié la fonction d'enroulement :
f: R — [-1,1] x [-1,1]
6 — (cos 6,sin 6).

En fait, cette fonction correspond, dans le plan cartésien, a une description paramétrique d'un cercle centré
a l'origine de rayon 1. Plus généralement, un cercle de rayon r centré en (a,b) peut étre décrit, a l'aide d'une
troisiéme variable ¢, 0 < ¢ <27, par des équations paramétriques suivantes:

x=a+rcos(t)
y=b +rsin(?)
Avec la paramétrisation x = cos(¢), y=sin(#), 0 <t <2, la fonction a optimiser sur le disque devient

[> f(cos(t),sin(t)):
cos(t) +sin(z) +22 (5.2.1)

Déterminons si f posséde des points critiques a l'intérieur (sur l'intervalle ouvert) 0 <f¢ <2m

[> di ff(f(cos(t),sin(t)),t);

-sin(¢) + cos(?) (5.2.2)
(> solve([(5.2.2)20,0 < t, t < 2*Pi],t,allsol utions);
= i n+n ZI (5.2.3)
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> about (_Z1);
Oiginally _Z1, renaned _Z1~:
is assumed to be: AndProp(integer, Real Range(0, 1))

Sur la fronticre, il y a donc les points
> subs(t=Pi/4,[cos(t),sin(t)])=eval (subs(t=Pi/4,[cos(t),sin(t)]));
subs(t=5*Pi/4,[cos(t),sin(t)])=eval (subs(t=5*Pi/4,[cos(t),sin(t)])

)
RHESIEES
[COS[%]’Sin[%) :[‘g"%l (5.2.4)

Les points ( g g ) et ( - AZE’_ Azz ) sont a retenir. N'oublions pas " l'extrrémité " de la frontiere

circulaire, soit le point (1,0), qui correspont a ¢ =0.

Nous avons déja montré que f ne possédait pas de point stationnaire a retenir.

Tableau comparatif

aucun pt

T
. . t=— t=— t=0
stationnaire 4

4

o2l ANl ) | e
23
J2 +22 -J2 +22

> eval f(%; > eval f(9%;
23.41421 20.58579

Méme conclusion mais obtenue plus rapidement.

V¥ 3.3 Méthode avec les multiplicateurs de Lagrange

Rappelons que nous avons a optimiser £ (x,y) = x + y + 22 sur le disque X+ y2 <1
> f:=(x,y)->x+y+22;
f=(xy) »x+y+22 (5.3.1)

Rappelons aussi que nous avons déja montré qu'il n'y avait aucun candidat a l'intérieur du domaine
d'optimisation a retenir. Nous allons appliquer la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour rechercher
des candidats a retenir sur la frontiére du domaine d'optimisation, soit le disque ¥* +)# < 1.

La contrainte g(x, y) = 0 dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange sera donc 1'équation du cercle
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unité.

> g =(X,y)->x"2+y"2-1;
g=(xy) » ¥ +/ -1 (5.3.2)
Formons maintenant la fonction F définie par F(x,»,A) = f(x,y) +Ag(x,y). Le paramétre « A » est
appelé multiplicateur de Lagrange.
> F:=(x,y,lanbda) - >f (x, y) +l anbda*g(x, y);
Fi=(xph) = f(xy) +hglxy) (5.3.3)
Recherchons maintenant les solutions de V f (x32) =(0,0,0).
> Nabl a: =Gr adi ent (F(x, Yy, | anbda), [ x, Yy, | anbda]) ;
Vvi= (2Ax+1)e + (2Ay+1)e +(x2+y2—1)éx (5.3.4)
x v

> Sol : =sol ve({Nabl a[ 1] =0, Nabl a[ 2] =0, Nabl a[ 3] =0}, {x, y, | anbda},
explicit);

Sol = |x: A2 2,2 ] [x: R (535)

2 2

Donc, aucun point intérieur a retenir et, ici, deux seuls points a retenir sur la frontiére du disque:

[ g g ) et [ - g,— g ] . Calculons leur image;

> "fr(sqrt(2)/2,sqrt(2)/2)=f(sqrt(2)/2,sqrt(2)/2);
"fr(-sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2)=f(-sqrt(2)/2,-sqrt(2)/2)

f[ﬁ,gjzﬁ-i-ZZ

2
f[gg] - Tem (53.6)

Sur le disque, le maximum de f vaut 22 ++/ 22 atteint en ( lzg, 32z j et le minimum 22 —+/ 22
atteint en ( - lzz,—lzg ) .
Méme conclusion.

> Contrainte: =seq(spacecurve([sin(t),cos(t),k],t=0..2*Pi,color=
"Ni agara 4",thickness=1), k=[ 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18] )
Contrai nte_S: =spacecurve([sin(t),cos(t),f(sin(t),cos(t))],t=0..2*
Pi,color="N agara 1", thi ckness=2):
Bor d: =spacecurve([cos(t),sin(t),0],t=0..2*Pi,col or="Dalton 2",
t hi ckness=2):
Bor dSup: =spacecurve([cos(t),sin(t),f(cos(t),sin(t))],t=0..2*Pi
color="Dal ton 2",thickness=2):
L: =seq(pl ot s[ spacecurve] ([[ cos(k*Pi/36), sin(k*Pi/36), 0], [cos(k*
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\ 4

Pi/36),sin(k*Pi/36),f(cos(k*Pi/36),sin(k*Pi/36))]],

col or ="Ni agara 4", thi ckness=0), k=0..72):
A: =di spl ay([ Dorai ne, Domai ne_opti m sati on, Surface, Contrainte,
Contrainte_S, L, Bord], styl e=pat chnogri d):

B: =di spl ay([ Donmai ne, Donmai ne_opti m sati on, Sur face, Bor d, Bor dSup,
Poi nt s], styl e=pat chnogri d, Segnent | | ($1..2)):

di splay(Matrix(1,2,[A B]),orientation=[70, 60, 0], axes=franed);

Exemple 4

Soit a optimiser f(x,y) =xy (x+y—3) + 1 sur le domaine D={ (x,y) |0 <x <y (3 —2y)}.

Dans le plan cartésien, I'équation x=y (3 — 2y) est une parabole horizontale ouverte vers la gauche dont

I'abscisse du sommet est — b _3 . Les racines sont donc y=0 et y = % .

2a 4

> fi=(X,y)->X*y*(x+y-3) +3/ 2;
fi= (my) oy leby=3) + 5 ©.1)

> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=0..1.55,y=0..1.55, transpar ency=0. 25,
grid=[ 20, 20]):

Dormai ne: =pl ot 3d([x,y, 0], x=0..1.5,y=0..1.5,grid=[20, 20], styl e=

wi refrane, col or="Ni agara 16"):

Domai ne_opti m sation: =pl ot 3d([x,Yy,0],x=0..y*(3 - 2*y), y=0..3/2,
styl e=pat chnogrid, color="Dalton 7"):

di spl ay([ Surface, Domai ne, Donmai ne_opti m sati on], axes=f r anmed,
orientation=[-40,70,0]);
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Déterminons si f posséde des points critiques a l'intérieur du domaine d'optimisation.

[> Nabl a: =Gradi ent (f(x,y),[X,y]):
Vi= (y(x+y—23) +xy)éx+ (x(x+y—23) +xy)éy (6.2)

> sol ve({Nabl a[ 1] =0, Nabl a[ 2] =0, x>0, y>0}, {x, y});
{x=1y=1} (6.3)
Attention ! Le point (1, 1) n'est pas a retenir car ce n'est pas un point intérieur mais un point sur la frontiére.
En effet
> Eval (y*(3 - 2*y),y=1)=eval (y*(3 - 2*y),y=1);

y(3—-2y) =1 6.4)
y=1
Analysons les frontiéres. Il y en a deux.
Sur L; oux=0 et0<y<%.
> 1(0,y);

3
= 6.5
5 (6.5)

Ce qui montre que sur L,, la fonction f est constante (dérivée nulle) et donc tous ces points (0, y) sont des
points critiques.

Sur L, (segment de la parabole) oux=y (3 —2y) pour 0 <y < 3 , .

2
> f(y*(3-2*y).y);
3
¥ (3-29) (b3=20) +y=3) + (6.6)
zl"rouvons les valeurs critiques

> sol ve({diff((6.6),y)=0,y>0,y<3/2},{y});
{y=1} (6.7)
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On rerouve le point (1,1) ! Qui est vraiment sur la frontiére ou f prend la valeur % .
> f(1,1);
1
= 6.8
5 (6.8)
Alors, sur L,, on retient le point (1,1).
Reste a comparer les candidats trouvés en n'oubliant pas les coins (0,0) et ( % 0) .

Tableau comparatif

0y)
aucun pt 0y ( 3 0)
stationnaire 0<y<7 (L1) (0,0) 50
3 > f(1,1); > £(0,0): > £(3/2,0):
2
1 3 3
2 2 2

. . . . . 3
En conclusion, le maximum absolu de f sur D est % et est atteint en tous les points (0,y) ou 0 <y < 7 Le

minimum absolu est % etest atteinten (1,1).

Illustrons les résultats obtenus.

> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=0..1.55,y=0..1.55,color="Nautical 14",
i ght nodel =l i ght 4, styl e=surface):

Domai ne: =pl ot 3d([ x, Yy, 0] ,x=0..1.5,y=0..1.5,grid=[25,25], styl e=

wi refranme, col or="Ni agara 16"):

Domai ne_optim sation: =pl ot 3d([ X, y, 0], x=0..y*(3-2*y), y=0..3/2,style=
pat chnogri d, col or="Dal ton 4"):

Proj ectionLl: =spacecurve([-2*(y - 3/4)"2 + 9/8,y,f(-2*(y - 3/4)"2 +
9/8,y)],y=0..3/2,color="Dalton 4",thickness=2):

Proj ectionL2: =pointplot3d([[0,0,f(0,0)],[0,3/2,f(0,3/2)]],style=line,
color="Dalton 7"):

Segnment _mn: =pointplot3d([[1,1,0],[1,1,f(1,1)]],style=line,color=

"Ni agara 2",thickness=1,1inestyl e=3):

Pas: =[ seq(0+k*3/ 20, k=0..10)]:

Segnent s: =seq(spacecurve([[0,k,0],[0,k,f(0,k)]],color="N agara 2",

t hi ckness=0, | i nest yl e=3), k=Pas):

Poi nts: =pointplot3d([[1,1,f(1,1)],seq( [0,k,f(0,Kk)], k=Pas)], synbol =
sol i dspher e, synbol si ze=15, col or="Ni agara 2"):

Li eul: =spacecurve([1-t,0,f(1-t,0)+. 01],t=0..1, col or=navy, t hi ckness=3)

Li eu2: =spacecurve([0, 1-t,f(0,1-t)+.01],t=0..1, col or=navy, t hi ckness=3)

Li eu3: =spacecurve([t,1-t,f(t,1-t)],t=0..1, col or=navy, t hi ckness=3):

Optimum_sur_un_domaine_ferme -- 2021-02-15 Page 23 de 27



A: =di spl ay([ Domai ne, Proj ecti onL2, Poi nts, Dormai ne_optini sati on,
Segnment _ni n, Segnent s, Proj ectionlLl, Surface],orientation=[-35,75,0]):
B: =di spl ay([ Domai ne, Proj ecti onL2, Proj ectionlLl, Poi nts,

Donai ne_opti m sati on, Segnent _m n, Segnents], ori entati on=[ 55, 75,0]):
di splay(Matrix(1,2,[A B]), axes=franed);

Y Exemple 5
Optimiser f (x,y) =3y —2x+ 10 surle domaine D= { (x,y) |x>0,y>0,y<x+ 1,y <4 —2x}.

= (xy) = 3y—2x+10 (7.1)

La fonction f est de la forme Ax + By + C.Si 4 # 0 V B # 0, il est clair que Vf (x,¥) # (0,0) et donc que
f ne peut avoir d'extrema absolus a l'intéieur de son domaine d'optimisation.
> Nabl a: =convert (G adient (f(x,y),[X,y]), Vector[row]);

vi=| =2 3] (7.2)

[> f:=(x,y)->3*y-2*x+10;

On le savait !

Les contraintes de non-négativité de x et de y permettent de déduire que 0 <x < 2.
> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=0..2,y=0..2,grid=[15, 15], shadi ng=zhue)

Donai ne: =pl ot 3d([ %, y, 0], x=0..2,y=0..2, grid=[15, 15], styl e=wi refrane,
color="Ni agara 16"):

Donai ne_opti m sati on: =pl ot 3d([ X, y, 0], x=0.. 2, y=0. . nmi n(x+1, 4- 2*x),
styl e=pat chnogri d, col or="Mapl eV 1"):

Fronti ére: =pol ygonpl ot 3d([[0,0,0],[2,0,0],[1,2,0],[0,1,0],[0,0,0]],
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col or="HTM. 26", t hi ckness=2):
di spl ay([ Surface, Dormai ne, Domai ne_opti ni sation, Fronti ere], axes=nor nal ,
orientation=[25,65,0]);

Il nous faut d'abord trouver le point d'intersection des droites y=x + 1 et y=4 — 2 x afin de faire 1'analyse de
f sur le bord.

> sol ve({y=x+1, y=4-2*x},{x, y});
{(x=1,y=2} (7.3)

(Maple a simplement été utilisé comme exemple de résolution...)
Reste a analyser f sur les fronticres. Il y en a quatre.
Sur chaque frontiere, nous allons retenir automatiquement les extrémités.

L, oux= 0. Analyons la fonction pour 0 <y <1.

[> £(0,y);
3y+10 (7.4)

La dérivée ne s'annule jamais, on retient seulement les extrémités: (0,0) et (0,1).

L, ou y= 0. Analyons la fonction pour 0 <x <1.
> f(x,0);
10 —2x (7.5

La dérivée ne s'annule jamais, on retient seulement les extrémités: (0,0) et (1,0).

L, ou y=x+ 1. Analyons la fonction pour 0 <x <1.
> f(x,x+1);
x+13 (7.6)

La dérivée ne s'annule jamais, on retient seulement les extrémités: (0,1) et (1,2).

L,ou y=4 — 2x. Analysons la fonction pour 1 <x <2.
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22 — 8x 7.7

La dérivée ne s'annule jamais, on retient seulement les extrémités: (1,2) et (2,0).

L> f(x, 4-2*x);

Dans un tableau, comparons les valeurs de la fonction avec les points retenus, tout en évitant les redondances.

Tableau comparatif

aucun pt (0,0) (0.,1) (1,0) (1,2) (2,0)
stationnaire

> £(0,0); > £(0,1); > f(1,0); > f(1,2); > (2,0);
10 13 8 14 6

En conclusion, le maximum absolu de f sur D est 14 et est atteint en (1,2) (coin). Le minimum absolu est 6 et
est atteint en (2,0) (coin)

Illustrons les résultats obtenus.

> Pol ygoneSup: =pol ygonpl ot 3d([[0,0,f(0,0)],[2,0,f(2,0)],[1,2,f(1,2)],
[0,1,f(0,1)],[0,0,f(0,0)]], col or="Napl eV 5"):
Segnent 1: =poi ntpl ot 3d([[0,0,0],[0,0,f(0,0)]],style=line,color=
"Ni agara 1",thickness=1,|inestyl e=2):
Segnent 2: =poi ntplot3d([[2,0,0],[2,0,f(2,0)]],style=line,color=
"Ni agara 1",thickness=1,|inestyl e=2):
Segrent 3: =pointplot3d([[1,2,0],[1,2,f(1,2)]],style=line,color=
"Ni agara 1",thickness=1,|inestyl e=2):
Segnent 4: =poi ntplot3d([[0,21,0],[0,1,f(0,1)]],style=line,color=
"Ni agara 1",thickness=1,|inestyl e=2):
Segrment M n: =poi ntplot3d([[2,0,0],[2,0,f(2,0)]],style=line,color=
"Ni agara 2",thickness=1,1linestyle=3):
Segrent Max: =poi ntplot3d([[1,2,0],[1,2,f(1,2)]],style=line,color=
"Ni agara 2",thickness=1,1linestyle=3):
A: =di spl ay([ Pol ygoneSup, Donai ne, Domai ne_opti m sati on, Sur f ace,
Segrent || (1..4)], axes=franed,
ori entation=[60,55,0]):
Poi nts: =pointplot3d([[1,2,f(1,2)],[2,0,f(2,0)]], synbol =sol i dsphere,
synbol si ze=20, col or="Ni agara 2"):
B: =di spl ay([ Pol ygoneSup, Donmai ne, Donai ne_opti m sati on, Poi nts,
Segnment M n, Segnent Max, Segnent | | (1. .4)], axes=nor nal
orientation=[-10,75,0]):
di splay(Matrix(1,2,[A B]));
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bord du domaine d'optimisation), mais toujours sur les "coins".
> wi t h(sinpl ex, maxi nm ze, m ni m ze) ;
[ maximize, minimize |

> FonctionQbj ective: =f(x,Yy);
Contrai ntes: ={y-x<=1, y+2*x<=4};
FonctionObjective = 3y —2x+ 10

Contraintes == {y—x <1,y +2x <4}

> maxi m ze(Foncti onChj ecti ve, Contrai ntes, NONNEGATI VE) ;
nmi ni m ze(Foncti onCbj ecti ve, Contrai ntes, NONNEGATI VE) ;

{x=1y=2}
{x=2,y=0}
B Max: =f (1, 2);
Mn:=f(2,0);
Max == 14
Min =6
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Les inégalités composant le domaine d'optimisation étant des inégalités linéaires, elle forment ce qu'on
appelle, en programmation linéaire, le polygone des solutions réalisables. Sans le démontrer ici, on peut
affirmer que les extrema globaux se trouvent toujours sur les arétes du polygone des solutions réalisables (le

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

Page 27 de 27



