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La premiére version de ce document est parue en mars 2006. Cette feuille Maple a pour but de présenter la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Aprés une justification de la méthode a I'aide d'un traitement
graphique d'un premier exemple d'optimisation, deux autres exemples sont développés de fagon algébrique pour
optimiser une fonction de deux variables avec une contrainte d'égalité. La méthode des multiplicateurs de
Lagrange est particuliérement utile lorsque la fonction ne peut étre ramenée a une fonction de deux variables sans
contrainte. Rappelons la condition nécessaire d'applicabilité de cette méthode: le gradient de la fonction contrainte
ne doit aucunement s'annuler en quelque valeurs (x, y).

Bonne lecture a tous !

* Ce document Maple est exécutable avec la version 2020.2
¥ Initialisation

> restart;

> wi th(pl ots, contourpl ot, contourpl ot 3d, di splay,inplicitplot,
poi nt pl ot 3d, set opti ons, set opti ons3d, spacecurve, t extpl ot):
set opti ons(si ze=[ 300, 300], | abel s=[ x, y], axesf ont =[ TI MES, ROVAN, 8],
| abel f ont =[ TI MES, ROVAN, 8] ) :
set opti ons3d(si ze=[ 400, 400], | abel s=[ x, vy, z], axes=fr ane, axesf ont =
[ TI MES, ROMAN, 8], | abel f ont =[ TI MES, ROVAN, 8] ) :
> with(plottools,arrow transforn:
> wit h(VectorCal cul us, Del):
| > macro(navy_pal e=COLOR(RGB, .0, .49019, .99215)):
L'initialisation suivante permettra d'avoir plus de lisibilité des nombres décimaux en supprimamt les zéros non
significatifs a la fin d'un nombre.
> interface(typesetti ng=extended); # Pour s'assurer |e niveau de
conposi ti on étendue
Typesetting:-Settings(striptrailing=true);
extended

false (1.1)

| > _EnvExplicit:=true:

VY Présentation de l1a méthode

Considérons la fonction f définie par f(x,y) = X+ xy+2 )/3 .
|7> fi=(X,y)->X"3+x*y+2*y"3:




G y) =P (X Y)S
flxy)=x+2) +yx 2.1)
Le domaine de la fonction f est R2. Proposons-nous de déterminer les valeurs extémes que prend la fonction f
_0)2 )2
(=9 , =177 _,
4 9
Autrement dit, il s'agit de déterminer les valeurs extrémes de f lorsque les valeurs (x,y) de son domaine

parcourent une ellipse. Illustrons dans un méme graphique la surface S d'équation z = f(x, y), l'ellipse dans le
plan de corrdonnées Oxy ainsi que I'image de cette ellipse sur la surface S.

lorsque les valeurs (x,y) de son domaine doivent satisfaire I'égalité

Afin de bien illustrer l'ellipse et son image, nous aurons recours a la paramétrisation de cette ellipse. Pour une
ellipse d'équation

2 2
(x _zh) + (y _zk) =1
a b
des équations de paramétrisation sont
x=acos(t) +h
y=bhsin(t) + k

> Surface:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=-5..12,y=-5..12):
El | i pse: =spacecurve([2*cos(t)+9, 3*sin(t)+7,0],t=0..2*Pi, col or =orange,
t hi ckness=2):
El | i pse_S: =spacecurve([2*cos(t)+9, 3*sin(t)+7,f(2*cos(t)+9, 3*sin(t)+7)
],t=0..2*Pi,
col or =navy, t hi ckness=2):
n: =24:
L: =seq(pl ot s[ spacecurve] ([[ 2*cos(k*Pi/n)+9, 3*si n(k*Pi /n)+7,0],[2*cos
(k*Pi/n)+9, 3*si n(k*Pi / n) +7,
f(2*cos(k*Pi/n)+9,3*sin(k*Pi/n)+7)]], col or=
navy_ pal e, t hi ckness=1), k=0..2*n):
> di splay(Surface, Ellipse, Ellipse_S, L,Iightnodel =none, styl e=
pat chnogri d, ori ent ati on=[ - 40, 80], axes=franed);

En modifiant manuellement 'orientation du graphique précédent, il est facile de voir que la fonction f atteint
effectivement un maximum absolu et un minimum absolu lorsque les valeurs du domaine de f parcours
l'ellipse.
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Affichons de nouveau le graphique précédent mais avec le style contour.
> Surface:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=-5..12, y=-5..12, styl e=cont our,
cont our s=18, col or =or ange) :
di splay(Surface, Ellipse,Ellipse_S,L,orientation=[-80,60], axes=franed)

Illustrons maintenant les courbes de niveau comme nous le faisons habituellement.

> Contours_3d: =contourplot3d(f(x,y),x=-5..12,y=-5..12, cont ours=18,
col or =or ange):
Contours_2d: =contourplot (f(x,y),x=-5..12,y=-5..12,fill ed=true,
contours=18, col ori ng=[whi t e, orange]):

| tr=transfornm((x,y)->[x,y,0]):

> di splay(Contours_3d, El'li pse, El | i pse_S, L, t(Contours_2d), axes=franed,

orientation=[-80,60]);

illustrons finalement les courbes de niveau de la fonction f en 2d en lui superposant le tracé de I'ellipse.
> Ellipse_2d: =plot([2*cos(t)+9, 3*sin(t)+7,t=0..2*Pi ], col or=or ange,

| thickness=2):

> di splay(Contours_2d, El i pse_2d);
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Dans le contexte d'un probléme d'optimisation, la fonction f est appelée fonction objective tandis que 'ellipse
est appelé la contrainte. Le probléme d'optimisation consiste a localiser sur le chemin de I'ellipse ou la
fonction est a son maximum et & son minimum. Dans un cas comme dans l'autre, le graphique précédent
suggere que le maximum et le minimum se produisent lorsque qu'une courbe de niveau de la fonction
objective est tangente a la courbe contrainte. Voila donc 1'idée maitresse de la méthode des multiplicateurs
de Lagrange.

_0)2 2
)= 49) + =7 Ainsi,
la contrainte spécifiant que les valeurs du domaine de la fonction doivent parcourir I'ellipse est traduite par
I'égalite

L'équation de l'ellipse permet de définir une fonction g telle que g(x, y

glxy) =0
> g:=(X,y)->(x-9)"2/ 4+(y-7)"2/9-1;
2 2

A T'endroit de la surface ou la fonction atteint un minimum ou un maximum, la courbe de niveau a la fonction
objective et la courbe contrainte sont tangentes, c'est-a-dire que ces deux courbes possédent une tangente
commune. Or, en tout point d'une courbe de niveau, le gradient est perpendiculaire a la courbe de niveau et,
similairement, le gradient a la courbe contrainte est lui-méme perpendiculaire a la courbe contrainte. Nous
devons donc avoir pour (x,y), gradf(x,y) grad f(x, y) et gradg(x, y) paralléles donc, multiple scalaire.
gradf(x,y) =\ gradg(x,y)
Le paramétre « A » est appelé multiplicateur de Lagrange. La méthode des multiplicateurs de Lagrange est une
procédure algébrique permettant de déterminer les points maximum et minimum.

Pour déterminer (x,y), nous devons donc résoudre le systéme
gradf(x,y) =\ gradg(x,y)
gxy)=0
L'égalité
gradf(x,y) =\ gradg(x,y)
est équivalente a 1'égalité
gradf(x,y) - A gradg(x,y) =0

Formons alors la fonction F définie par F(x,y) =f(x,y) + Ag(x ).
> F:=(x,y)->f(x,y)+l anbda*g(x,y);
Fi=(xy) = f(xy) +hglxy) 2.3)
|_> Gradi ent : =convert (Del (F(x,Yy),[X,y]),vector[row]);
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9 2 14
Gradient == 3x2+y+7u(i——) 6);+X+7\,(_y__j (2.4)
2 2 9 9
Résolvons maintenant le systeme S: {F (x,y) = 0,F,(xy) = 0,g(x y) = 0}.
> Eql: =G adi ent [ 1] =0;
Eq2: =G adi ent [ 2] =0;
Eq3: =g( X, y) =0;
’ 9
Eql =3 +y+\ 1——J=0
q X4y ( > 75
Eq2 = 6)7 +x+k(2—y - &j =0
9 9
. _0)2 Ay
AR € ) P kel ) WY @.5)

4 9

> Sol : ={sol ve({Eql, Eq2, Eq3}, {x,y, |l ambda})}: # Les accol ades ext éri eures
évitent |a redondance des sol utions.

> nmap(eval f[ 10], Sol);
{{\=—933.7022055, x = 9.615209677, y = 9.854542587}, { A = 280.0114357, x = 7.6968484, (2-6)

=4.724249401 }, {7\, = —233.3543999 — 21.0393657 I, x = 13.57734079 — 1.545310704 1, y
=4.458895122 — 6.263094835 I}, {7» = —233.3543999 + 21.0393657 I, x = 13.57734079

+ 1.5453107041, y = 4.458895122 + 6.263094835 I}, {k = —40.4686709 — 42.4853761 1, x
=5.878039571 —4.7043048181, y= —0.5013112501 + 4.405225865 I}, {K = —40.4686709
+42.48537611,x=5.878039571 4+ 4.7043048181,y= —0.5013112501 — 4.405225865 I} }

La résolution de ce systéme nous réveéle deux points critiques que nous appellerons P et Q.
> P:=[9. 615209673, 9. 8545418] :
Q =[ 7.696848400, 4. 7242485] :

Esquisons dans un méme graphique le tracé de la constrainte (I'ellipse) et deux courbes de niveau
judicieusement choisies soit celles passant par les points P et Q. Ces courbes seront évidemment tangentes a
I'ellipse puisque les points P et Q sont aussi des points de cet ellipse.
> Contours_2d: =contourplot(f(x,y),x=0..15,y=0..15, contours=[f(P[1], P[2]
),f(Q1],492])], col or=orange):
Point _P:=textplot([P[1] +0.5,P[2],"P"], al i gn={ ABOVE, Rl GHT}) :
Point_ Q=textplot([Q1]-0.5 Q2]+.5,"Q'], align={BELOWN LEFT}):
di spl ay(Contours_2d, El | i pse_2d, Poi nt _P, Poi nt _Q scal i ng=constr ai ned) ;
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Montrons qu'effectivement les deux vecteurs gradients sont perpendiculaires aux deux tracés en chacun des
points P et Q.

> Dir_gradientl: =eval (convert(Del (f(x,y),[X,y]),Vector[row]),[x=P[1],y=
PL2]T);
Dir_gradi ent2: =eval (convert (Del (f(x,y),[x,y]),Vector[row),[x= 1], y=
d2]1);
Dir_gradient] == | 287.211313 592.2871742 |

Dir _gradient? = [ 182.4486744 141.6079917 ] 2.7

>V Gadl:=arrom [P[1],P[2]], [P[1]+(287.2113132/(600)), P[ 2] +
(592.2871979/ (600))], .2, 0.5, .2, color=orange):

V. Gad2:=arrom [@ 1], Qd2]], [Q1]+(182.4486749/(-200)),q 2]+
(141.6080201/ (-200))], .2, 0.5, .2, color=orange):

> di splay(Contours_2d, El i pse_2d, Point _P,Point_Q V_Gadl, V_G ad2,
scal i ng=constrai ned) ;

Les valeurs maximum et minimum de /(x,y) =x +xy +2)° sur l'ellipse d'équation
(=97 , (r=7)
4 9
> Maxi numef (P[ 1], P[ 2]);

M nimum=f (Q 1],d 2]);

=1 sont

Maximum = 2897.689732
Minimum = 703.2109848 (2.8)
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¥ Deux autres exemples

Initialisons d'abord la procédure ci-dessous. Cette procédure automatise 1'énumération des points a controler
dans le cas d'un nombre pas trop grand de points. Vous pourriez tout aussi bien les énumérer manuellement et
ne pas initialiser cette procédure.

¥ Procédure Listage

> Li stage: =proc(Ensenbl e: : set)
gl obal x,vy, | anbda;
| ocal Sol, Points, k;
Sol : =Ensenbl e;
assign(Sol[1]);
Poi nts: =[ X, y] ;
unassign(' x,y, |l anbda');
for k from2 to nops(Sol) do
assi gn(Sol [k]);
Poi nts: =Points, [ X,Y];
unassign(' x,y, |l anbda');
od;
Poi nt s;
end:

VY Exemple 1

Soit la fonction f définie par f(x, y) =2 — y +)* + 5. Optimisons cette fonction sur un disque de rayon
1 centré a I'origine. Puisque la fonction f est continue sur un domaine fermé et borné, la fonction f atteint
son maximum et son minimum avec certains points de son domaine.

Commengons par créer la fonction f.
> fi=(X,y)->2*x"2-y+y"2+5;
= (x,y) — 2~x2—y+y2+5 (3.2.1)
Dans un méme graphique, superposons le tracé de la surface d'équation z = f(x, y) et celui du domaine
fermé d'optimisation.
Pour obtenir le tracé de la frontiere du domaine, soit celui d'un cercle d'équation X+ y2 = 1, paramétrisons
cette fronti€re en posant x = cos(t) et y=sin(t).
> Surface:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=-2..2,y=-2..2):
Contrai nte: =spacecurve([sin(t),cos(t),0],t=0..2*Pi, col or=navy,
t hi ckness=3):
Domei ne: =pl ot 3d([ x,y, 0], x=-2..2,y=-2.. 2, styl e=pat chnogri d, col or =
turquoi se):
Domei ne_optim sation: =plot3d([x,y,0],x=-1..1,y=-sqgrt(1-x"2)..sqrt
(1-x"2), styl e=pat chnogri d, col or =navy):
di spl ay([ Surface, Contrai nte, Domai ne, Domai ne_opti m sati on], axes=
franmed, ori ent ati on=[ 35, 65]);
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Pour mieux se convaincre que la fonction posséde effectivement des extréma absolus avec des points du
disque, tragons 1'image de ce disque par la fonction f. Superposons au graphique quelques segments
verticaux afin d'accentuer I'image de quelques valeurs de la fronticre.
> Contrainte_S: =spacecurve([sin(t),cos(t),f(sin(t),cos(t))],t=0..2*
Pi , col or =navy, t hi ckness=2):
n: =48:
L: =seq(pl ot s[ spacecurve] ([[ cos(k*Pi/n),sin(k*Pi/n), 0], [cos(k*
Pi/n),sin(k*Pi/n),f(cos(k*Pi/n),sin(k*Pi/n))]],
col or =navy_pal e, t hi ckness=1), k=0. . 2*n):
di spl ay([ Surface, Contrainte, L, Contrai nte_S, Dormai ne,
Donai ne_opti m sation], axes=franed,
st yl e=pat chnogri d,
ori entation=[62, 69]);

En modifiant avec la souris 'orientation de cette surface, il est facile de se convaincre que la fonction f
posséde effectivement un maximun absolu et un minimum absolu sur ce domaine fermé. Mais,
graphiquement, il est peut étre méme assez difficile de localiser sur la portion en cause de la surface, ces
minimum et maximum absolus: sont-ils a l'intérieur ou sur le bord du domaine d'optimisation ?
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I. Optima sur les points intérieurs du domaine: valeurs critiques

Commengons notre analyse avec les points intérieurs de ce disque. Recherchons donc les valeurs critiques
de la fonction f.

Résolvons alors le systeme S: {f, =0, f =0}

> fx: =00 1] (f);
fy:=D{ 2] (f);
fii= (xy) = 4x
] = (xy) »2y-1 (3.2.2)
> sol ve({fx(x,Y)=0, fy(x,y)=0},{x, y}):
{x= 0,y= % } (3.2.3)

Bien sir, ce n'était pas un systéme tres difficile a résoudre. Effectivement, on peut le faire sans 'aide de
Maple, mais la n'est pas la question. On a donc a l'intérieur du disque, qu'une seule valeur critique. Nous
contrdlerons ce point plus tard.

> Val eurs_critiques:=[0,1/2];

Valeurs_critiques = [O, %} 3.24)

I1. Optima sur les valeurs frontiéres: méthode des multiplicateurs de Lagrange

Affichons seulement l'image de la frontiere du disque.

> di spl ay([ Contrai nt e, Dormai ne, Donmai ne_optini sation, Contrainte_S],
axes=franed,
styl e=pat chnogri d,
orientation=[ 35, 65]);

En modifiant l'orientation du graphique avec la souris, il semble que cette fonction posséde sur la frontic¢re
du disque, un maximum absolu atteint avec deux points (x,y) différents et un minimum absolu atteint
avec un seul point.
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Pour appliquer la méthode des multiplicateurs de Lagrange afin d'optimiser la fonction f sur le bord, nous
limiterons donc le domaine d'optimisation de la fonction f a celui de la frontiére du disque, soit le cercle de
rayon 1. La contrainte g(x, y) = 0 dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange sera donc 1'équation du
cercle unité.

> g:=(X,y)->x"2+y"2-1;
g=(xy) > 2+ —1 3.2.5)
Formons maintenant la fonction F définie par F(x,y) = f(x,y) + A g(x,»). Le paramétre « A » est appelé
multiplicateur de Lagrange.
> F=(x,y)->f(x,y)+l anbda*g(x,y);
Fi= (xy) = f(xy) +1g(xy) (3.2.6)
E{ésolvons maintenant le systéme S: {Fx(x,y) =0, Fy(x,y) =0,g(xy) = O}.
> Eql: =di ff (F(x,Yy), x) =0;
Eq2: =di ff (F(x,y),y)=0;
Eq3:=g(x,y)=0;
Sol : ={sol ve({Eql, Eq2, Eq3}, {x,y, | anbda})}; # Les accol ades évitent
| a redondance des sol utions
Eql == 2Ax+4x=0

Eq2=2\y+2y—1=0
Eq3:==x+y —1=0

Sol = Hk— —2,x= —g,y— —%], lk— —2,x= g,y— —i’, {7»— —%,x:O,y 3.2.7)

S |

Enumérons toutes les valeurs de la frontiére a contréler. On pourrait, bien siir, tout aussi bien établir cette
liste manuellement.

> P:=Li stage(Sol);

P::[_ﬂ 1

b

2 2

E_Ll _
,[ ST ,[0,—1],[0,1] 3.2.8)

Ajoutons la valeur critique a la liste de ces valeurs a tester. Donnons a cette liste le nom Valeurs_C.
> Val eurs_C: =P, Val eurs_critiques;

Vadewrs ¢ — | -3 L[ |3 —il, [0, —1], [0,1], [o, l} (3.2.9)
2 2 2 2 2
Calculons les optima correspondant a ces cinq points.
> printf( \n Val eurs a tester |
Val eurs de f [ )
pr intf ( “\n e feme g
::::::::::::::\ ) ’
seq(printf( ' \n 9%0a | %5a | *, [Valeurs_CJ[k],f(op(1, op(k,
[Val eurs_C])),op(2,o0op(k,[Valeurs_C])))), k=1..nops([Valeurs_C]));
Val eurs a tester | Val eurs de f |
[-1/2%37(1/2), -1/2] | 25/_4_1""7"
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[1/2%37(1/2), -1/2] | 29/ 4 |
[0, -1 | 7

[0, 1] I 5 I

[0, 1/2] | 19/ 4 |

Reste finalement a conclure.

Le minimum absolu est atteint avec la valeur critique | 0, 1 ) et vaut % et le maximum absolu vaut

2
2 et est atteint en [—“:%,—l) eten [——'?’,—lJ.
4 2 2 2

2
Terminons cet exemple en illustrant ces optima sur la surface.

Remarquons que le minimum est atteint avec un point intérieur et que le maximum est atteint en deux
points frontiéres.

> Points optima: =[[0, 1/2,f(0,1/2)],[1/2*sqrt(3), -1/2,f(1/2*sqrt
(3), -1/2)],[-1/2*sqrt(3), -1/2,f(-1/2*sqrt(3), -1/2)]1];

Points_optima =

oL 1913 1 29
)2949 92949

2

—E,—l,QH (3.2.10)
2 2 4

> Poi nt s: =poi nt pl ot 3d( Poi nt s_opti ma, synbol =sol i dspher e, synbol si ze=
15, col or =navy):

di spl ay([ Contrai nte, Domai ne, Domai ne_opti m sati on, Surface, Poi nts,
Contrainte_S], | ightnodel =none, styl e=pat chnogri d, axes=franed,
orientation=[70,55]);

Question: Peut-on imaginer ici, un disque fermé de rayon r centré au point (0, 0,0) dans le plan Oxy dont
le rayon sera assez petit de telle sorte que la fonction ne puisse posséder de points critiques a l'intérieur de
ce disque ? Si oui, cela constiturerait un exemple de fonction ou les extréma absolus seraient situés
exclusivement sur la frontiére de ce domaine fermé.

¥ Exemple 2

Reprenons avec Maple un probléme que nous avons déja traité en classe.
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Trouver les distances maximum et minimum entre 1'origine et la courbe d'équation 5% +6x y+5 y2 =8.

Soit D la distance entre un point (x,y) de la courbe d'équation 5x* + 6xy -+ 517 = 8 et l'origine (0,0).
Alors D=+ (x—0)>4+ (y—0)? =2+ .

Optimiser le carré de la distance D’ est aussi optimiser la distance D puisque D > 0.

Soit donc la fonction f définie par f(x, y) =x* +)7 a optimiser.
> fi=(X,y)->X"2+y"2;
f=(xy) » ¥ +x (33.1)

On recherche les extréma absolus de la fonction f sous la contrainte 5x* + 6x y+5 y2 =8.

I. Optima sur les points intérieurs

Le domaine d'optimisation étant une égalité, soit le lieu des valeurs (x, y) vérifiant I'équation

5% +6x y+5 ); =8, il n'y a aucun point intérieur a cette région. Il n'y a donc aucun point critique a
controler.

I1. Optima sur les valeurs frontieres: méthode des multiplicateurs de Lagrange
Appliquons la procédure des multiplicateurs de Lagrange a la fonction f définie par f(x, y) = X+ )} .
formons la fonction F(x, y) =f(x,y) +Ag(x,y).
> g =(X,Yy)->5*x"2+6* x*y+5*yN2- 8;
F:=(x,y)->f(x,y)+l anbda*g(x,y);
g= (xy) — 5. +6yx+ S-y2 -8

F= (xy) = f(xy) +Aglxy) (3.3.2)

ia régle de F est donc:
> F(Xx,y);
¥+ A (52 +6xp+5) —8) (3.3.3)

Résolvons maintenant le systéme S: {F(xy) =0, Fy(x,y) =0,g(x,y) =0}.
> Eql: =di ff (F(x,y), x)=0;

Eq2: =di ff (F(x,y),y)=0;

Eg3:=g(x,y)=0;

Sol : ={sol ve({Eql, Eg2, Eq3}, {x,y, | anbda}) };

Eql == 2x+X(10x+6y) =0

Eq2 = 2y+A(6x+10y) =0
Eq.? = 5x2+6xy+5y2—8=0

> Val eurs_C: =Li st age( Sol ) ;

(3.3.5)
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\ 4

Vatewrs ¢ = [T, T ) [-VT. /7 [ SERE ] [ ERE] ] (33.5)

Calculs des valeurs de la fonction f en ces points.

> printf( \n Val eurs a tester | Val eur s
de f |7);
printf( \n S====================SS=SSSSSS=SS==S=======c=
========");
seq(printf( \n %l0a | %0a | *, [Valeurs_C[k],f(op(1, op(k,

[Valeurs_C])), op(2,0p(k,[Valeurs_C])))), k=1..nops([Valeurs_C]));

Val eurs a tester | Val eurs de f |

[2°(1/2), -27M(1/2)]
[-27(1/2), 27(1/2)]
[-1/2%27(1/2), -1/2%27(1/2)]
[1/2%27(1/2), 1/2%27(1/2)]

Reste alors a conclure.

Avec la contrainte 5% + 6x y+5 y2 = 8, la valeur maximale de f(x,y) est 4 et la valeur minimale de
f(x,y) est I:

Ainsi, la valeur maximale de D’ est 4 et la valeur minimal de D’ est 1.
la valeur maximale de D est 2 et la valeur minimale de D est 1.

Dong, les distances maximum et minimum entre l'origine et la courbe d'équation 5x¢ +6x y+5 y2 =38,
sont respectivement 2 unités et 1 unité.

La macro-commande extrema

La macro-commande extrema de la bibliothéque principale applique la méthode des multiplicateurs de
Lagrange pour optimiser une fonction avec une contrainte d'égalité.

[lustrons I'utilisation de cette macro-commande qui automatise la recherche des optima de
f(x%y) =2x* —y+)* + 5 avec la contrainte g(x,y) =x* +)7 — 1.
> fi=(X,y)->2*x"2-y+yN2+5;
g: =(X,Yy)->x"2+y"2-1;
f=(xy) » 22 —y+)* +5

] gi=(xy) > P+ —1 4.1)
[> extrema(f(x,y),g(x,y)=0);
29
{5,7} 4.2)

Pour obtenir le détail des couples (x,y) permettant d'atteindre ces optima (avec la contrainte en cause), il faut
donner a la macro-commande deux arguments supplémentaires. D'abord I'ensemble des variables impliquées
dans les équations et un nom Maple pointant vers l'ensemble-solution du systéme d'équation que cette macro-
commande résoud. Il est recommandé de mettre entre apostrophes droits ce nom car au moment de 1'appel,
nom doit étre une variable libre.

|_> extrema(f(x,y), g(x,y)=0, {x,y}, "Sol');
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{5, 2 } 4.3)
=> Sol ;

[{x—O,y— -1}, {x=0,y=1}, [x— —g,y— —%’, [x— 73,)/: —%H “44)

ATTENTION: Pour obtenir une approximation décimale de chaque élément de solution dans le cas ou les
racines sont formulées avec la macro-commande RootOf, il faudra énoncer la requéte evalf(allvalues(Sol)) et
non pas evalf(Sol).

> eval f (Sol);
{{x=—0.866025404,y= —0.5}, {x=0.,y= —1.}, {x=0.,y=1.}, {x=0.866025404,y= —0.5}}  (4.5)
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