* Limites multidirectionnelles

© Pierre Lantagne
Enseignant retraité du Collége de Maisonneuve

La premiére version de ce document est parue en février 2001. L'objectif principal de ce document Maple est
d'illustrer formellement la limite d'une fonction réelle de deux variables réelles. Dans cette feuille Maple, on
réalisera que parfois il est nécessaire de travailler un peu plus pour obtenir un rendu plus conforme du tracé d'une
surface dans I'espace.

Bonne lecture a tous !

* Ce document Maple est exécutable avec la version 2020.2
V¥ Initialisation
;> restart;
| > with(plots,display, spacecurve, setoptions3d):

> set options3d(l abel s=[x,y, z], size=[300, 300],

ti ckmarks=[6, 6, 12], i nestyl e=0,

_ axesfont =[ TI MES, ROMAN, 8], | abel f ont =[ TI MES, ROVAN, 8] ) ;
[ > Opts3D:= grid=[60,60],|ightnodel =none, shadi ng=zhue:
| > macro(domai ne="Ni agara 16"):

¥ Cas ou la limite existe
Soit la fonction f définie par f(x,y) =10 + xyz.
On a que dom, = R2.

Tragons cette fonction sur un pavé circulaire centré a I'origine de rayon 5, soit pour x € [ -5, 5 et pour

ye |-V25—2.V25-2|.
> f:=(x,y)->10 +x*y"2;

f= (x,y) — 10 —i—x~y2

> Surface:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=5..5 y=-sqrt(25-x"2)..sqrt(25-x"2),
Opt s3D) :

Donai ne: =pl ot 3d([ X, y, -40],x=-5..5, y=-sqrt (25-x"2)..sqrt (25-x"2),
styl e=wi refrane,

_ col or =donai ne, gri d=[ 25, 25], transpar ency=0. 8) :

> di spl ay(Surface, Domai ne, axes=f ramne, ori ent ati on=[ 45, 80]);




Sélectionnez le graphique et en tenant le bouton gauche de la souris pressé, modifiez 'orientation du
graphique. La perception de la troisiéme dimension sera a son maximum.

Illustrons graphiquement 1'existence de la limite de cette fonction lorsque (x,y) — (1,2).

Tracons & nouveau cette fonction mais sur un pavé rectangulaire pour illustrer notre propos. Soit donc pour
x € [-2,3]etpoury € [-2,3].
> Surface:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=-2..3,y=-2..3, Opts3D):
Domai ne: =pl ot 3d([ x, Yy, 0], x=-2..3,y=-2.. 3, styl e=wi refrane,
L col or =donwi ne, gri d=[ 25, 25], transpar ency=0. 8) :
> di spl ay(Surface, Domai ne, axes=f rame, ori ent ati on=[ 30, 70]);

Puisque domf = R2, quelque soit le voisinage de (1,2), la fonction f est toujours définie.
Superposons au graphique précédent, un voisinage circulaire de (1,2) et réalisons le tracé de I'image de ce
voisinage:
— ce voisinage sera visualisé par un cercle centré au point (1,2, 0) dans le plan XY
—I'image de ce voisinage sera visualisé par la portion intérieure de la surface limitée par I'image du
périmétre du voisinage de (1,2,0).
> Voi si nage: =spacecurve([ 1+cos(t)/ 4, 2+sin(t)/4,0],t=0..2*Pi, col or=
"Ni agara 1",thickness=2):
| mage: =spacecurve([1+cos(t)/ 4, 2+sin(t)/4,f(1l+cos(t)/4,2+sin(t)/4)],t=
0..2*Pi,
col or="Ni agara 2", thickness=2):
Hori zont al e_domai ne: =spacecurve([1,t,0],t=0..2, col or=bl ack, t hi ckness=
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0, linestyle=2):
Vertical e_donai ne: =spacecurve([t,2,0],t=0..1, col or=bl ack, t hi ckness=0,
| linestyle=2):
> di spl ay([ Surface, Donai ne, Voi si nage, | nage, Hor i zont al e_donai ne,
Vertical e_domai ne], ori entation=[25,72]);

Illustrons maintenant la projection de ces images sur le plan XZ et bornons, dans le plan XZ, la cote de ces
images entre les traces des plans d'équations z =14 —eg et z= 14 + € en prenant € = 2.
> Proj xz:=spacecurve([l+cos(t)/4,0,f(1l+cos(t)/4,2+sin(t)/4)],t=0..2*
Pi,
col or="Ni agara 2", thickness=2):
Vertical e: =spacecurve([1,2,t],t=0..f(1,2),linestyle=2,thickness=1,
col or =or ange):
Hori zont al e: =spacecurve([1,t,f(1,2)],t=0..2,1inestyl e=2,thickness=1,
col or =or ange):
L: =spacecurve([t, 0, 14],t=0.. 3, thi ckness=2, col or=or ange, | i nestyl e=2):
epsi | on: =2:
L_noi ns_del ta: =spacecurve([t, 0, 14-epsilon],t=0..3,thi ckness=2, col or=
khaki , | i nestyl e=2):
L_plus_del ta: =spacecurve([t, 0, 14+epsilon],t=0..3,thickness=2, col or=
khaki , | i nestyl e=2):
> Vue: =di spl ay([ Sur f ace, Donai ne, Voi si nage, | mage, L, L_noi ns_del ta,
L _plus_delta, Proj _xz, Vertical e_domai ne, Hori zont al e_donuai ne, Verti cal e,
Hori zontal e], orientati on=[40, 72]):
Vue;
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Effectuons un zoom vers I'avant pour « mieux voir »
> di splay(Vue,view=[0..3,0..3,0..20],orientation=[45,60]);

Visualisons la courbe sur la surface entre les plans d'équations z=14 —getz=14 +¢

> Pl an_sup: =pl ot 3d([ x, y, 14+epsi | on], x=0. . 3, y=0. . 3, st yl e=W REFRANE
col or =wheat):
Pl an_i nf:=pl ot 3d([ X, Yy, 14-epsil on], x=0.. 3, y=0.. 3, st yl e=PATCHNOGRI D,
col or =wheat):

> di spl ay([ Voi si nage, Donai ne, | mage, L, L_noins_del ta, L_plus_delta,
Proj xz,Vertical e, Vertical e_donai ne, Hori zont al e, Hori zont al e_donai ne,
Pl an_sup, Pl an_i nf], Surface, axes=nornmal , ori entati on=[ 45, 60]);

Effectuons un zoom vers l'avant et n'affichons pas la surface afin de mieux visualiser les valeurs d'images qui
sont comprises entre ces deux plans.

> di spl ay([ Voi si nage, Donai ne, | mage, L, L_noins_del ta, L_plus_delta,
Proj xz,Vertical e, Vertical e_donai ne, Hori zont al e, Hori zont al e_donai ne,
Pl an_sup, Pl an_inf], orientation=[45,80],views[-2..3,-2..3,0..20]);
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On voit mieux maintenant que V € > 0, il sera toujours possible d'obtenir un voisinage circulaire de (1,2, 0)
de telle manicre que les cotes de toutes les images de ce voisinage seront comprises entre les plans d'équations
z=14 —¢cetz=14 +¢.

Evaluons finalement cette limite avec Maple.
>imt (f(x,y),{x=1,y=2})=limt(f(x,y), {x=1,y=2});
limit(xy? +10, {x=1,y=2}) = 14

REMARQUE: Dans le cas d'une fonction ou I'image d'un voisinage troué Wy (a, b) ne serait pas plane ( le

cas ou il y aurait des «bosses») , il est clair que la projection dans le plan XZ de I'image de la "fronti¢re de
Wo(a, b) " pourrait ne pas contenir le maximum et/ou le minimun de l'image. Dans de tels cas, cette projection

dans le plan XZ ne serait pas appropriée pour ce voisinage W (a, b) . Mais, il n'en demeure pas moins, lorsque
la limite existe, qu'il sera toujours possible d'obtenir un W (a, b) de telle maniére que I'image de ce voisinage

soit tout entier compris entre les plans d'équations z=14 —eget z=14 +¢,etce, Ve > 0.

¥ Cas ou la limite n'existe pas

¥ Cas ou la limite n'existe pas par défaut
2, .2
X +y
x+y
Puisque le domf =R xR\ {(x,y) |y=-x}, tout voisinage troué de (0, 0) sera parcouru dans le domaine

Soit la fonction f définie par f(x) =

de f par droite d'équation y= -x, la limite n'existe donc pas en (0,0).

Nous allons montrer qu'obtenir une représention graphique correcte de la surface définie par
z=f(x,y) n'est pas une mince affaire.

On entend par représentation graphique correcte un tracé illustrant clirement les caractéristiques de la
surface. Mais justement, nous n'avons actuellement aucune idée de cette surface. Tentons un premier tracé
sans trop réfléchir.

> fi=(x,y)->(x"2+y"2) [ (x+y);
V4
x+y

f=(xy) -
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Obtenons un premier tracé de la surface correspondant a 1'équation f(x) = % pour x € [-10; 10]
xXTy

et pour y € [-10; 10] pour voir.
> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=-10..10,y=-10.. 10,
axes=boxed, Opt s3D, ori entati on=[-10, 80, 0] );

L% 10164 |]:

. % 10151
Vox 1015 |
b 1015
5. % 1015
. % 1016]

Obtenons un deuxiéme tracé de la surface davantage prés de (0,0). Tragons a nouveau avec
x € [-0.25;0.25] etpour y € [ -0.25;0.25]

_> Surface: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=-0.25..0.24,y=-0.25..0. 24,
axes=boxed, Opt s3D, ori ent ati on=[-10, 80, 0])

sl
W

|

-0-8

“02-0.100 0.1 02

(Cliquez sur le graphique et obtenez différentes orientations de cette surface).
Aprés avoir visualisé différentes orientations de cette surface et compte tenu de la maniére dont l'afficheur
représente cette surface, il semble que la surface présente une faille le long de la droite y =-x dans le

domaine de f. Ce qui n'est pas surprenant.

Avant de faire un troisiéme tracé, notons les grandes valeurs négatives le long de la faille dans le tracé
précédent. Améliorons le tracé de cette surface par un contrdle de I'affichage avec l'option view.

B di spl ay(Surface, view=s[-0.25..0.25,-0.25..0.25,-2..2]);
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Clairement, cette « faille » est une caractéristique du tracé de la surface car le domaine est
R x R\ { (x,y) | y=-x}mais I'afficheur a, ici, bien slir exagéré son apparence et nous observons aussi une
certaine courbure de la surface représentative de la fonction f au voisinage de (0,0).

En fait, le tracé correct de cette surface est une surface dont toutes sections parall¢les au plan XY est un
cercle quasi-tangent au plan d'équation y = -x. En effet, simplifions I'équation (xy) =k

> Eq_1:=f(x,y)=k; o
X +y
x+y

Eq_l = =k

(> Eq_2: =(x+y) *Eq_L;
Eq_2 = ¥ +)/2= (x+y)k

> Eq_3: =expand(Eq_2-(rhs(Eq_2)=rhs(Eq_2)));
Eq_S = —k)c—ky—i-)c2 —I—yz=0
B Eq_4: =St udent [ Precal cul us] [ Conpl et eSquare] (Eq_3, x) ;

: k2 K
Eg4=|x——| —ky+y ——=0
q_ ( 2) yTy 4

_> Eq_5: =St udent [ Precal cul us] [ Conpl et eSquar e] (Eq_4, y) ;

. k)2 kY K
Eqg5=|y—2| +[x—5%] - % =
- (y 2] ( 2)

(> Eq_6: =Eq_5+( 1/ 25kA2=1/ 2*KA2) ;
] 2 2 2
Eq 6 := (y—gk) +(x—£) Y.

On a donc, pour toute " hauteur" k£ € R\{0}, nous avons un cercle centré au point ( Ek’ Ek J de rayon

J2 |4
2
perpendiculairement du plan y =-x lorsque la "hauteur" augmente (z — + ).

qui exclut les points ou y= -x. Notons que les centres des cercles s'éloignent

Mais ce contréle de I'axe des z est-il judicieusement fait pour qu'on puisse " voir " correctement cette
surface ? La surface semble avoir une "courbure" qui a été tronquée par un contréle insuffisant de la cote.
Peaufinons davantage le tracé en diminuant l'intervalle de valeurs de la cote dans 1'option view.

[> surface: =pl ot 3d([x, Y, f(x,y)],x=-0.25. . 0. 24, y=-0. 25. . 0. 24, Opt 53D) :
|7> di spl ay( Surf ace, axes=boxed,
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orientation=[-10, 80, 0],
view=[-0.25..0.25,-0.25..0.25,-0.18..0.18]);

0.175-
0.1251
0.075]

. 0.025]

-0.0251
-0.0751
-0.125]

©_02-0.100 0.1 0.2

Il y a toujours une représentation de la faille mais, cette fois cela est présenté sous la forme d'un plan
y=-x (en fait, un quasi plan) Nous devons contourner en quelque sorte le mécanisme utilisé par la
procédure de tragage 3D.

La procédure de tracage a pris en compte des couples (x,y) dans le domaine prés de la droite y=-x, ce
qui donnent de trés grandes valeur de z (dans le premier tracé, de 'ordre de =+ 10'%)

252 o0 x+y <0

~

=-x=2x+y=0=f(x+y) = =
4 4 4 4 =0 - x+y>0
et, d'autre part, la précédure de tragage a pris en compte de couples (x, y) dans le voisinage de (0,0) ou la
fonction f est partout définie et prenant des valeurs de z pres de 0. En conséquence, 1'afficheur doit
composer en méme temps avec des valeurs de cotes tres grandes avec des valeurs de cotes pres de 0.

Il n'y a pas en 3D I'équivalent en 2D pour empécher de relier les points donnant des pseuso-asymptotes
verticales, c'est-a-dire une option équivalente a 1'option 2D discount=true. Ce qui permetterait de
supprimer de pseudo-plans verticaux.

Dans ce cas, employons l'astuce suivante:
> Surface: =pl ot 3d( pi ecewi se(abs(x+y)>0. 0025, f (x,y), undefined), x=
-.25..0.24,y=-0.25..0. 24,
Opt s3D, axes=box,
orientation=[-10, 80, 0],
view=[-0.25..0.25,-0.25..0.25,-0.18..0.18]);

0.175-
0.1251
0.075]
0.0251

-0.0251

-0.0751

-0.125]

-0.2=

©02-0.100 0.1 02
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Ce dernier tracé est presque un tracé parfait de la surface. Si le tracé avait ét¢ parfait, il aurait été moins
évident de visualiser qu'il n'existe aucun voisinage de (0,0) pour lequel la fonction est toujours définie
puisque les point manquants de cette surface le long de I'axe des z (et appartenant au plan y = -x) ne
peuvent étre visibles a I'écran. Un point étant de dimension nulle.

k\? kY2 _ K
Supperposons a ce tracé quelques cercles d'équation ( y— 5 ) + (x e J = P
> a:=k/ 2:
b: =k/ 2:

r:=sqrt(k"2/2):

| Liste:r=[0.001, seq(-k*0.175/20, k=1..20), seq(k*0. 175/ 20, k=1..20) ] :
> L:=seq(pl ot s[ spacecurve] ([a+r*cos(t), b+r*sin(t),k], t =0 .. 2*Pi
| col or="Burgundy", thi ckness=2), k=Li ste):

> display(Surface, L);

0.175
0.1251
0.075]

. 0.025]

-0.0251
-0.0751
-0.125]

©02-0.100 0.1 02

B di spl ay(L,
orientation=[-10, 80, 0],
views[-0.25..0.25,-0.25..0.25,-0.18..0.18]);

0.175
0.1251
0.075]

. 0.025]

-0.0251
-0.0751
-0.125]

“02-0.100 0.1 02

Evaluons cette limite et voyons le résultat que 1'évaluateur donnera.
> Limt(f(x,y),{x=0,y=0})=limt(f(x,y),{x=0,y=0});

)C2+ 2
Limit[ +§ , {x=0,y=0}j = undefined

X

L'évaluateur n'a pas été¢ en mesure de résoudre la simplification demandée. Mais nous, nous savons que
cette limite n'existe pas par défaut.

Page 9 de 14



V¥ Cas ot 1a limite n'existe pas par approche

2
X

Ay

cas, la fonction f est toujours définie dans n'importe quel voisinage troué de (0,0).

Soit la fonction f définie par f(x, y) = Le domaine de la fonction fest R2\{ (0,0) }. Dans ce

Demandons immédiatement & 1'évaluateur de calculer la limite de f(x y) lorsque (x,y) — (0,0).
> fi=(X,y)->x"2/ (x"2+y"2);

f=(xy) =

y2+x2
B Limt(f(x,y),{x=0,y=0})=limt(f(x,y),{x=0,y=0});

2
Limit(%, {x=0,y=0}j =0.1
X +y

L'évaluateur a été en mesure de résoudre la simplification demandée et c'est de cette maniére que
I'évaluateur nous informe que la limite demandée n'existe pas.

Tragons cette fonction pour x € [ -0.25,0.25] et pour y € [ -0.25,0.25].

| > Opts3D:= grid=[80,80], styl e=patch, |ightnodel =I'i ght 2, shadi ng=xy:

[ > Surface:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=-0.25..0.25,y=-0.25..0.25, Opts3D):
> di spl ay(Surface, orientati on=[56, 68]);

Obtenons un meilleur rendu de la surface dans le voisinage de (0,0) avec un découpage de cette surface
en quatre morceaux.

> Surfacel:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=0..0.25,y=0..0.25, Opts3D):

> Surface2:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=-0.25..0,y=0..0.25, Opts3D):

> Surface3:=plot3d([x,y,f(x,y)],x=-0.25..0,y=-0.25..0, Opts3D):

> Surfaced: =plot3d([x,y,f(x,y)],x=0..0.25,y=-0.25..0, Opts3D):

> Vue: =di spl ay(Surface|| ($1..4),transparency=0. 25, ori entati on=[ 56,
68]):
Vue;
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0.2
-0.1

0.0

0.20.2 0.1

K/Iaintenant, on voit bien qu'avec une approche de (0,0) le long de l'axe des x (y = 0), les images f(x, 0)
par la fonction f tend vers 1 lorsque x— 0.

Illustrons cette approche le long de I'axe des x.
> Chem n: =spacecurve([t,0,0],t=0..0.25,
col or="Dar kO chi d",
t hi ckness=3):
| mage: =spacecurve([t,0,f(t,0)],t=0..0.25,
gri d=[ 60, 60], col or =" DeepBl ue",
_ t hi ckness=4):
> di spl ay([ Vue, Chemi n, | nage], ori ent ati on=[ 35, 65]);

Evaluons la limite avec l'approche y = 0.
> Limt(f(x,0),x=0)=limt(f(x,0),x=0);

lim1=1
x—0
S N .
Alors, avec cette approche, f(x,y) = 717 se réduit a 2 soit 1, et donc que la limite de f(x,y) selon
+

ce chemin est 1.

En modifiant I'orientation du graphique précédent, cela nous permet de constater qu'avec une approche le
long de l'axe des y, (x=0), les images f(0, y) par la fonction f tend vers 0 lorsque y— 0.

> di splay(Vue, orientation=[135, 65]);
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Illustrons les images de (x,») le long de I'axe des y, soit le chemin x = 0.
> Chemi n: =spacecurve([0,t, 0], t=0..0.25,
col or="Dar kOrchi d",
t hi ckness=3):
| mge: =spacecurve([0,t,f(0,t)],t=0..0. 25,
col or =" DeepBl ue",
| t hi ckness=4):
> di spl ay([ Vue, Chem n, | nage], ori entati on=[ 135, 65]);

_Evaluons la limite selon le chemin x= 0.
> Limt(f(0,y),y=0)=limt(f(0,y),y=0);
yliLnOO:O

2
X

¥+

Analytiquement, selon le chemin x=0, f(x,y) = se réduit a 0 (y # 0), et donc que la limite de

f(x,y)estO.
On conclut donc que la limite demandée, la limite de f(x, y) lorsque (x,y) — (0,0), n'existe pas.

I y a bien siir d'autres chemins menant a I'origine; par exemple, (x,y) peut atteindre 1'origine en suivant la
droite y =2 x, ou bien en suivant la parabole y = ¥, ou bien en suivant la courbe x = arcsin ( ¥), ou bien en
suivant la parabole cubique y=x’, ou bien en suivant le chemin y=¢" — 1, etc... Il y a une infinité de
chemins passant par (0,0).

Illustrons les images de (x,y) avec le chemin y=x.
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> Chem n: =spacecurve([t,t,0],t=0..0.25,
col or="Dar kOrchi d",
t hi ckness=3):
| mage: =spacecurve([t,t,f(t,t)],t=0..0.25,
col or =" DeepBl ue",
_ t hi ckness=4):
> di spl ay([ Vue, Chemi n, | mage], shadi ng=zhue, ori entati on=[ 15, 70] ) ;

Evaluons la limite avec l'approche y = x.
> Limt(f(x,x),x=0)=limt(f(x,x),x=0);

et donc, que la

limite de f(x, y) selon ce chemin est % )

Allons-y avec un dernier chemin y=¢" — 1.
> Chemi n: =spacecurve([t,exp(t)-1,0],t=0..0.20,
col or="Dar kOrchi d",
t hi ckness=3):
| mage: =spacecurve([t,exp(t)-1,f(t,exp(t)-1)],t=0..0.22,
col or =" DeepBl ue",
| t hi ckness=4):
> di spl ay([ Vue, Chem n, | mage], shadi ng=zhue, ori entati on=[ 75, 75] ) ;
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Evaluons la limite avec l'approche y=¢" — 1.

> Limt(f(x,exp(x)-1),x=0)=limt(f(x,exp(x)-1),x=0);
2
X 1

lim ———— = —
O(E 1) 44 2
- _ _ s X
Analytiquement, avec cette approche (y=¢" — 1), f(x,y) = se réduit a -5 ¢ donc,
X +y X+ (e—1)

que la limite de f(x, y) selon ce chemin est % )
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