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Y Initialisation

> restart;
> wi t h(pl ottools,disk):
wi t h(pl ots, display):

B i nterface(imagi naryunit=i);
1 1.1

Y No. 1

a) Soit P=kx +x* +kKx+3 kK +11. Nous devons avoir P(-2) =0 afin que x + 2 divise le

olyndéme P. Il faut donc résoudre pour £, I'équation P(-2) =0.
f> P: =k* x"3+x"2+k"N2* x+3* k" 2+11;

P=kxX +x+3K+F+11 2.1)
[> Sol ut i on: =sol ve(eval (P, x=-2) =0, {K}):
Solution = {k=5}, {k=3} 2.2)

Si k=5 ou k=3, P(x) estdivisible par x + 2.
b) Soit P =X —kx¥*—14x+ 15k Puisque P(5) donne le reste de la division du polyndéme P par
x — 5, résolvons pour £, I'équation P(5) =k.
> P: =x"3- k*x"2-14*x+15*%k;
P=-kxX+xX +15k—14x 2.3)
[> sol ve(eval (P, x=5) =k, {k}):
{k=5} 2.4
Si k=35, le reste de la division du polynome P par (x — 5) est donc égale a 5.

[
Y No.?2

1) Soit P(x) =x> —ix* 42 ix+2. Sachant que 7 est une racine de P(x) ssi P(r)=0, on a que
> P =xM3-1FXM242%0 *X+2;

P=x—ix*+2ix+2 3.1)
> "P' (i)=eval (P, x=1);

N P(i) =0 3.2)
Ce qui montre que i est une racine du polynome P.

> 'P (-i)=eval (P,x=-1);

| P(—i)=4+21 3.3)
Ce qui montre que -7 n'est pas une racine du polunoéme P.

i1) Bien que i soit une racine de P et que -i n'en soit pas une, cela ne contredit en rien le théoréme sur



les paires de racines conjugués d'un polyndme car la condition d'applicabilité¢ de ce théoréme n'est
pas satisfaite, c'est-a-dire que le polyndme P =x —ix’+2ix+2 n'est pas un polynome a
coefficients réels.

Y No.3

La parabole verticale cherchée est d'équationy = P=a x* + b x 4 c. Résolvons alors le systeme
d'équations suivant.

PQ) =4a+2b+c={2 +2
|
P3)=9a+3b+c=3> -3
1
P@) =16a+4b+c=4* —4
> P =a*x"2+b*x+c;
_ P=ax+bx+c 4.1)
Etablissons ce systéme d'équations.
> Eql: =eval (P, x=2) =sqrt (2) +2;
Eq2: =eval (P, x=3) =sur d( 3, 3) - 3;
Eq3: =eval (P, x=4) =sur d( 4, 4) - 4;

Eql =4a+2b+c=2+2
Eq2=9a+3b+c=3"17-3

| Eq3:=16a+4b+c=y2 —4 4.2)
Résolvons ce systéme.

> Sol ution: =sol ve({Eql, Eq2, Eq3}, {a, b, c});

| Solution = {a=2+y2 =313 p=-15-6y2 +63' 13 c=24 +9y7 —-83'3} (@3
[ > assign(%;

> 'P(x)=P

L P =(2+y2 =33 2t (1562 +63'13) x+24 492 —g3!/3 4.4)

Le polynome cherché est donc

1 1 1
(2+ﬁ—33)x2+(—15—6\/7+633)x+24+9\/7—833.

Illustrons, dans un méme graphique, les trois points donnés ainsi que la parabole trouvée.

> Point1:=disk([2,sqrt(2)+2], 0.1, col or=orange):
Poi nt 2: =di sk([ 3, surd(3,3)-3],0.1,col or=orange):
Poi nt 3: =di sk([ 4, surd(4, 4)-4],0.1, col or=orange):

| Parabol e: =pl ot ([ x, P, x=1.. 6], col or =navy):

> di spl ay({Poi nt 1, Poi nt 2, Poi nt 3, Par abol e}, scal i ng=const r ai ned,
si ze=[ 300, 300], view=[ 1. .6, - 3..5], axesfont =[ TI MES, ROVAN, 8] ) ;




\ 4

\ 4

-3-

> unassign('a','b,'c'):

No. 4

Le polynome a coefficients complexes de degré minimal cherché est de degré trois. En effet, en ne
prenant pas en compte ni les conjugués complexes ni les conjugués algébriques des racines données,
on obtiendra un polyndme dont les coefficients ne seront pas tous réels et ni tous rationnels.

> Pr=2*(x-sqrt(5))*(x-(2-1))*(x-2);

i P=2(x—V5) (x—2+1i) (x—2) (5.1)
> Pol ynone: =col | ect (% x) ;

Polynéme :=2x" + (-2y5 —842i) ¥+ ((4—21) V5 +4J35 +8—4i)x+(—8 (5.2)

L +4i)5

Le polyndme a coefficients complexes de degré minimal possédant les racines/ 5 , 2 —i et 2, ayant
le coefficient dominant égal a 2 est donc

28+ (-842i—2V5 ) +(8—4i—2iJ5 +8J5 ) x+4iy5 —8J5

[> unassign(*a',' b, ¢c');

No. 5

Montrons que le polynome
_ a, (x—rz) (x—r3) a, (x—rl) (x—r3) a, (x—rl) (x—rz)
(n—r)(n—r) (=r) (2—73) (5=n) (15—r)
quadratique tel que P(rl) =a,, P(rz) =a,, P(r3) =a,.

est le seul polyndme

Vérifions d'abord que P vérifie les égalités P(rl) =a,, P(rz) =a,, P(r3) =a,.



> Po= al*(x-r[2])*(x-r[3])/(r[2]-r[2])/(r[2]-r[3])+a2*(x-r[1])*
(x-r[3])/(r[2]-r[1])/(r[2]-r[3])+a3*(x-r[1])*(x-r[2])/(r[3]-r
) Gy | o) ron) @ =) (1)
ax—r2 X—I"3 ax—rl X—I"3 ax—rl X—l’z

_ i (’”1_72) (’”1_73) i (Vz_rl) (Vz_r3) i (r3_r1) (r3_r2) @D
> Eval (P, x=r[1])=eval (P, x=r[1]);

Eval (P, x=r[2])=eval (P, x=r[2]);

Eval (P, x=r[31] ) =eval (P, x=r[3]);

al (x—rz) (x—r3) a2 (x—rl) (x—r3) a3 (x—rl) (x—rz) iy
(n—r) (n—r) (=r) (—73) (r5=r) (13— 1)

al (x—rz) (x—r3) a2 (x—rl) (x—r3) a3 (x—rl) (x—rz) o
(n—r) (n—r) (=r) (—73) (r5=r) (13— 1)

al (x—rz) (x—r3) a2 (x—rl) (x—r3) a3 (x—rl) (x—rz) ’ .
(mm) () ) () ey ) 0D

Nous allons montrer que le polyndne P est le seul en faisant une preuve par contradiction (reductio
ad absurdum). Dans un premier temps, nous allons supposer I'existence d'un polynome quadratique
Q.différent du polynéme P, respectant lui-aussi les égalités Q(rl) =ay, Q(rz) =a,, Q(r3) =a;.

Soit O=a X + b x + ¢ cet autre polyndme quadratique différent de P vérifiant les égalités

Q(rl) =a,, Q(rz) =a, et Q(r3) =a .

Obtenons les coefficients du polynome Q en résolvant pour a, b et c, le systéme{ Q(rl) =a,,
_Q(I”z) =a, et Q(r3) =ay }.
> Q =a*x”"2+b*x+c;
| Q==ax2+bx+c 6.3)
> Eql: =eval (Q x=r[1])=al;
Eq2: =eval (Q x=r[2])=a2;
Eq3: =eval (Q x=r[ 3]) =a3;

Eq] ==arf+br1+c=a1

EqZ ==ar§+br2+c=a2
i Eq3=ar+br,+c=a3 (6.4)
> Sol ution: =sol ve({Eql, Eq2, Eq3}, {a, b, c});

alry—alry—a2r +a2ry+a3r,—a3r,

Solution = ja = ,b= (6.5)

2 2 2 2 2 2
ﬁg—ﬁ@—ﬁ6+ﬁ@+6@—6@




2 2 2 2 2 2
a]rz—a1r3—a2rl+a2r3+a3rl—a3r2

- ,C

2
(”1 —rz) (”1 Py =1 r3—r2r3+r3)
2 2 2 2 2 2
al r2r3—a] r2r3—a2r1r3+a2r1r3+a3rlr2—a3rlr2

2
(rl —1’2) (rl Py =1 T3 — Iy +r3)

| > assign(%;
Le polyndéme Q est donc le suivant.
> Q
2
alr,—alr,—a2r,+a2r,+a3r,—a3r,)x
(alr, 3 1 3 1 2) 6.6)

2 2 2 2 2 2
ﬁg—ﬁ@—ﬁ6+ﬁ@+6@—6@

(a] rg—a] rg—aZr%—l—ang-l—aSr%—a_?r%)x

2
(’”1 —rz) (’”1 Py =1 T3 — Iy 1y +r3)
2

2 2 2 2 2
a]r2r3—a1r2r3—a2r1r3+a2r1r3+a3r1r2—a3r1r2

+

2
(”1 —rz) (”1 Py =1 T3 — Iy 1y +r3)

Avoir supposé que Q # P, c'est avoir suppos¢ que Q — P # 0. Montrons que cette supposition nous
conduit a se contredire. Calculons Q — P.

>'Q-'P=QP
2
alr,—alvr,—a2r, +a2ry,+a3r, —a3r,)x
2 3 1 3 1 2
Q—P=( 5 2) (6.7)

2 2 2 2
QQ—QQ—QQ+QQ+QQ—Q@

(al rg—a] r%—aZr%—i—ang-l-cBr%—aSr%)x

o 2
(”1_”2) (’”1 Py =1 r3—r2r3+r3)
a]rzr —alr rz—a2rzr +a’r r2+a3r2r —a3r r2 al (x —r X—r
273 273 173 173 172 172 ( 2) ( 3)

" (1, — 1) (rlrz—rlr3—r2r3+r§) (n—n) (n—"n)
B a2 (x—rl) (x—r3) B a3 (x—rl) (x—rz)
(,—=r) (—13) (r5=r) (13— 1)

Simplifions Q — P.

> " =normal (rhs(%);
=0 (6.8)

Notre hypothése est contredite car P = Q.
Cela établit que le polyndme

a, (X —r X —r a, (X —r X —r a, (X —r X —r

1 ( 2) ( 3) 2 ( ) ( 3) 5 ) 2) est I'unique polynéme
(n=n) (n—=r) (2=n) (2 71) (57n) (37n)

quadratique tel que P(rl) =a,, P(rz) =a,, P(r3) = a,.

|:> unassign('a,'b','c');




