Y Les nombres complexes

© Pierre Lantagne
Enseignant retraité du Collége de Maisonneuve

La premicére version de ce document est parue en septembre 2000. Le but de ce document est double. D'une part,
transposer en Maple certains éléments de connaissance sur les nombres complexes vus en classe. D'autre part,
faire pleinement réaliser a I'éléve que le référentiel utilisé par Maple pour la résolution d'équations est I'ensemble
des nombres complexes. Dans ce document, plusieurs exemples sont développés afin de montrer la nécessité
d'étre circonspect dans l'utilisation de Maple pour la résolution d'équations et méme pour le tracé de graphiques
cartésiens de fonctions réelles a valeurs réelles. On retrouvera dans ce document quelques macro-commandes
maisons qui ont été développées pour contrer (dans une démarche pédagogique) certains effets non désirables du
mécanisme de la simplification automatique de Maple.

Bonne lecture a tous !

* Ce document Maple est exécutable avec la version 2020.1

¥V Initialisation

| > restart;

> with(plottool s, arrow, di sk, line):

| with(plots,display,inplicitplot,textplot,setoptions):
> setoptions(xtickmarks=12,

ytickmarks=12,

| abel s=["Re", "I '],
axesfont =[ axes, " Tl MES", 8],

| abel di recti ons=[ hori zontal ,vertical],
L si ze=[ 300, 300]):

| > interface(showassunmed=0):

L'initialisation suivante permettra d'avoir plus de lisibilité des nombres décimaux en supprimamt les zéros non
significatifs a la fin d'un nombre.

> interface(typesetting=extended); # Pour s'assurer |e niveau de
conposi ti on étendue
Typesetting:-Settings(striptrailing=true);
extended

false (1.1)

¥ Calculs arithmétiques dans C

Les requétes suivantes montreront qu'effectivement la simplication automatique de Maple est effectuée dans le
corps des nombres complexes C.

Dans Maple, 1'unité imaginaire est noté par défaut par la lettre I majuscule au lieu de la lettre i minuscule
comme nous l'avons vu en classe.

> | N2;




1 @.1)
> 11

. 2.2)
(> ((1-1)*(2+1)) 1 ((3+1)/(4-1)):
13 _ 161
S 2.3)
[> (2-1)75:
38— 411 2.4)

_> fi=x->2*x"2-1*x+1;
" (2+43%1) =f (2+3*%1);

f=xm 2 —Tx+1
f(2431)=—6+221 2.5)

L'usager a la possibilité¢ de changer la notation de 1'unité imaginaire par une lettre de son choix: par la lettre i
ou la lettre j entre autres.

> interface(inmagi naryunit=i);

I (2.6)
_> i N2;
1 Q.7)
> 1/
i 2.8)
(> ((1-1)%(2+i)) | ((3+)/(4-1)):
13160
S 2.9)
> (2-1)75;
38 —41i (2.10)

_> fi:=x->2*x"2-1 *x+1;
" (2+3*%i ) =f (2+3*i);
f=xr 2% —ix+1
f(243i)=—-6+22i (2.11)

Pour revenir au choix par défaut de Maple, il faudrait saisir la requéte interface (imaginaryunit=T)
tout simplement, Pour la suite de ce document, nous allons tout de méme conserver la lettre i minuscule.

Maple effectue la résolution des équations dans C.
> Eq: =i *z+4=3*%z-1i ;
“E.-S. =solve(Eq, {z});

2.12)
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> Eq: =x"2* (x"2- 3*x+9) ;
“E.-S.  =sol ve(Eq, x);
Eq = ¥ (x2 —3x+9)

Es=lo03+ #,g _ % 2.13)

C'est de cette fagon que Maple signifie que 0 est une racine double de cette €quation.

> EQ: =x"4+4=0;
"E.-S. =sol ve(Eq, x);
Eq = x4+4=0
E-S=(1—-11+41i,—-1—1,—1+1) (2.14)

> Eq:=xA6—6*x“5+10*x“4—x“2+6*x—10:0;
"E.-S. =sol ve(Eq, x);
4 6 5 4 2
Eq:=x —6x +10x —x +6x—10=0
E-S.=(1,—1,i, —i,3—i,3+i) (2.15)

La macro-commande conjugate () permet d'obtenir le conjugué d'un nombre complexe z.
> z: =a+b*i;
conj ugate(z);
z=a+1b

(atib) (2.16)

\ 4

Le résultat précédent montre clairement que Maple considére par défaut les lettres a et b comme des
constantes complexes quelconques.

_Considérons alorsa, b € . Ainsi
> assune(a, real, b, real);
> 'conjugate' (z)=conjugate(z);

(a+ib)=a—ib 2.17)
Lib¢rons les variables a et b.
> a:="a':
b:="Db":

Propriétés des conjugués
Soitz=a +bi (a,b € R), z; et z, trois nombres complexes quelconques. Alors

Propriété 1: e + b se développe dans C par e + V= :7. (C'est le développement algébrique de la somme
de deux carrés.)
> assune(a, real, b, real);
z: =a+b*i ;
z:=a+ib 3.1

> 'z*conjugate(z)' =expand(z*conjugate(z));
Z=d + b (3.2)
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Propriété 2: z = z si et seulement si 3(z) = 0.
En effet, lorsque b = 0,
> b:=0: # a est toujours réel n'"ayant pas été rendu libre
z: =a+b*i;
' conj ugat e' (z)=conj ugate(z);
a:="a :b:="b'": # Libérons a et b
zZ:=a

a=a (3.3)

i’ropriété 3: Le conjugué du conjugué de z est z.
>z:="z': # libérons z
' conjugate' (' conjugate' (z))=conjugate(conjugate(z));
z=z 34
Propriété 4: Le conjugué d'un somme est la somme des conjugues.
> conj ugat e(z[ 1] +z[ 2] ) =expand(conj ugat e( z[ 1] +z[ 2]));

(z+5) =5 +5 (3.5)

Propriété 5:
> conjugate(z[1]-z[2])=expand(conjugate(z[1l]-z[2]));
(zl—zz> =z, =2, 3.6)

Propriété 6: Le conjugué d'un produit est le produit des conjugues.
> conjugate(z[1] *z[2])=expand(conjugate(z[1l]*z[2]));

(212,) =22 3.7

Propriété 7: Le conjugué d'un quotient est le quotient des conjugués si le dénominateur est non nul.
Siz #0,

> conjugate(z[1]/z[2])=expand(conjugate(z[1l]/z[2]));
3)-
o)

Y Représentation graphique des nombres complexes

La représentation graphique des nombres complexes est souvent appelée diagramme d'Argand ou plan de
Gauss en 1'honneur des mathématiciens qui ont utilisé cette représentation dans leurs travaux, Jean Robert
Argand (suisse, 1768-1822) en 1806 et Karl Friedrich Gauss (allemand 1766-1855) en 1831. On dit

habitulellement plan complexe.

(3.8)

NN || >—‘N|

Un plan complexe est en fait un plan cartésien ou l'abcisse est renommeée 1'axe de la partie réel et I'ordonnée
renommeée axe de la partie imaginaire.

Réprésentons dans le plan complexe le nombre z =3 + 21.
> z:=3+42%:

Poi nt: =di sk([ Re(z),I1mz)], 0.025, col or=navy) :

Pl: =textplot([Re(z)+0.05,I1m(z),P(z)], font=[TIMES, 8], col or=navy, al i gn=
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{RI GHT}) :

LH. =line([0, ImMz)],[Re(z),Imz)],color=grey,|linestyle=dot):
LV:=line([Re(z),0],[Re(z),Imz)], col or=grey,linestyl e=dot):
di splay({Point,Pl, LH LV}, views[-1..4,-1..3]);

254
b 0 p(3+21)
E 15

i

0.54

S1o-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4

-0.59

u N
Tout comme dans un plan cartésien, un point dans un plan complexe est bien une entité¢ géométrique mais la
notion de coordonnées d'un point est une notion qui n'est pas définie dans un plan complexe.

Le point P de ce plan complexe étant la représentation géométrique du nombre z=3 + 21, on dit que
z=3 4+ 21 est l'affixe du point P ou que le point P a pour affixe 3 + 21 .

Notons que
—l'opposé de z=a +bi (a, b€ R), soit -z, est représenté par le point symétrique par rapport a 1'origine
du point d'affixe z.
—le conjugué de z=a + bi, soit z, est représenté par le point symétrique par rapport a 1'axe des réels du
point d'affixe z.
> z7:=b5+42*%j:
Poi nt: =di sk([ Re(z),I1mz)], 0.075, col or=navy) :
LHPoi nt: =line([0, Imz)],[Re(z),Imz)],color=grey,|linestyle=dot):
LVPoint:=line([Re(z),0],[Re(z),In(z)], color=grey, | inestyl e=dot):
Tl: =textplot([Re(z)+0.075,I1mz),P(z)],font=[TIMES, 10], col or =navy,
al i gn={above, right}):
Poi nt 1: =di sk([-Re(z),-1mz)], 0. 075, col or=navy):
LHPoi nt1: =line([0,-1mz)],[-Re(z),-1n(z)], col or=grey, |inestyl e=dot):
LVPoint1:=line([-Re(z),0],[-Re(z),-1mz)],col or=grey,linestyl e=dot):
T2: =textplot([-Re(z)+0.05,-1mz),QA-2z)],font=[TIMES, 10], col or =navy,
align={bel ow, | eft}):
di spl ay({Point, Pointl, T1, T2, LHPoi nt, LVPoi nt, LHPoi nt 1, LVPoi nt 1}, vi ew=
[-10..10,-5..5]);
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> z:=5+2*%|:

Poi nt: =di sk([Re(z),I1mz)],0.075, col or=navy):

LHPoint:=line([0, Imz)],[Re(z),Imz)], color=grey,linestyle=dot):
LVPoint:=line([Re(z),0],[Re(z),Imz)], color=grey,linestyl e=dot):
Tl:=textplot([Re(z)+0.05,In(z),P(z)], font=[TIMES, 8], col or=navy,

ali gn={RI GHT}):

Poi nt 1: =di sk([ Re(conj ugate(z)), I n(conjugate(z))],0.075, col or=navy):
LHPoint1:=line([0,-1mz)],[Re(z),-1mz)], color=grey,|linestyl e=dot):
LVPoint1:=line([Re(z),0],[Re(z),-1mz)], color=grey,linestyl e=dot):
T2: =t ext pl ot ([ Re(conj ugat e(z)) +0. 05, I n(conj ugate(z)), Q conjugate(z))
], font=[ TI MES, 8], col or =navy, al i gn={ Rl GHT} ) :

di spl ay({Poi nt, Point1, T1, T2, LHPoi nt, LVPoi nt, LHPoi nt 1, LVPoi nt 1}, vi ew=
[-2..7,-3..3]);

£
254
p1 ®r(s5+21)
E 15
N
0.54
2 10 1 2 3 4 H 6 7
0.54 Re
-
154
B 90(5-21)
254
-3

Dans quel quadrant sera situ¢ le point dont I'affixe est le conjugué de I'opposé de z, soit —z?
Et celui dont 'affixe est I'opposé du conjugué de z, soit -z ?
Votre réponse:

Vérification.

Votre réponse:

Vérification.
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. 2.3 .4.5.6.7 .8
Situons dans un plan complexe 17,1°,1,17,1,1" et1 .

> Nonbres: =[seq(i "k, k=1..8)];
Nombres == [i, —1, —i, 1,1, —1, —i, 1] 4.1)
_> Poi nt s: =seq( di sk([ Re(Nonbres[k]), | n{Nonbres[k])], 0. 04, col or =bl ack) , k=

1..8):
di splay(Points,views[-2..2,-2..2]);

1.5+
E 9

0.5

05 0 05

7
@

-0.54

Remarquons que la représentation de ces huit affixes ne donnent dans le plan complexe que seulement quatre
points distincts. Pourquoi ?

~ . . . -2 .-3 .-4
Méme question pour les huit affixes suivants: i “,1 7,1

> Nonbres: =[seq(i(-k), k=1..8)];

.5 .-6 .-7 _, .-8
,1 7,1 ,1 et1 .

Nombres == [ —i, —1,1,1, —i, —1,1, 1] 4.2)

=> Poi nt s: =seq(di sk([ Re(Nonbres[k]), | n(Nonbres[k])], 0. 04, col or =bl ack) , k=

1..8):
di splay(Points,views[-2..2,-2..2]);

1.5
E e

0.5

2 15 o1 <05 0 05

-0.54
R J

-1.54

u o
Une autre fagon de représenter graphiquement un nombre complexe z=a + bi (a, b € R) dans un plan
complexe est de le représenter par un vecteur géométrique issu de 'origine O et se terminant au point 4 d'affixe

Z.

> Z:= -4+42*%i;

z:= —442i 4.3)
(> V.= arrow([0,0], [Re(z),1m(z)], .1, .3, .10, color=red):
S:=textplot([Re(z),Imz),"A"'"(z)],font=[TIMES, 10], al i gn={ above, ri ght}
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):
display({S, V},views[-6..3,-3..3]);

(=44 21)

Y Le module d'un nombre complexe

Le module d'un nombre complexe z, noté |z, est définie par |z =y zZ .

En conséquence, siz=a + bi (a,b € R), |z| =/ az + b2 .

Par sa notation méme, on dit que le module d'un nombre complexe est le prolongement dans C de la notion de
la valeur absolue dans R.

—La valeur absolue d'un nombre réel exprime la distance, sur la droite réelle, entre 1'origine et le point
représentant ce nombre réel.
— Similairement, le module d'un nombre complexe exprimera dans un plan complexe

* soit la distance entre 1'origine et le point d'affixe z,

* soit la longueur du vecteur représentant ce nombre.

Les développements suivants donneront l'occasion au lecteur d'explorer des lieux géométriques dans un plan
complexe dont la description est donnée a l'aide de la partie réelle d'un nombre z, soit J(z), de la partie
imaginaire de z, soit J(z) ou soit avec le module de z, noté |z .

Soit z=x+yi (x,y € R), un nombre complexe quelconque sous la forme rectangulaire (forme cartésienne).

Quel est le lieu géométrique dans un plan complexe de tous les points pour lesquels nous avons 3(z) = J(z)
?

> assune(x, real,y,real);
Z. =X+y*i;
z=x+1iy 5.1)
> Lieu:=inplicitplot(Re(z)=Imz),Re(z)=-3..3,In(z)=-3..5,
_ col or=navy):
> di splay(Lieu);
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Le lieu géométrique est une droite passant par l'origine ayant une orientation de 45 degrées, c'est-a-dire de
pente 1.

Quel est le lieu géométrique dans le plan complexe de tous les points pour lesquels nous avons 1< [z] <5?
> A =implicitplot(abs(z)-5 Re(z)=-5..5,1n(z)=-5..5,
col ori ng=["orange", "yel | ow'],
filledregi ons=true,
i nestyl e=2, thi ckness=2):
B:=implicitplot(abs(z)-1,Re(z)=-1..1,Imz)=-1..1,
col oring=["yel | ow', "orange"],
filledregi ons=true,
t hi ckness=2):
di splay([B, Al);

C'est une couronne centrée a l'origine comprise entre un disque de rayon 1 et un disque de rayon 5, incluant la
circonférence du disque de rayon 1 et excluant celle de rayon 5.

Libérons les variables x et .
> x:="X":
| yi=Ty
Soit maintenant z=a +bietw=c+di (a,b,¢,d € ). Développons |z —w| .
> z:=at+b*i:
w. =c+d*i :
assune(a,real,b,real,c,real,d,real);
"abs(z-w)' =abs(z-w);

z—w =y (a—¢)? + (b—d)? (5.2)
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Rappelons la formule de la distance entre deux points dans un plan cartésien.
> d:=(P, Q->sqrt ((P[1]-Q1])"2+(P[2] -Q 2])"2);

A =[a, b]:

B:=[c,d]:

"d(A B)' =d(A B);

d=(P0) = [ (A-0)"+ (P~ 0)’

d(A4.B) =+ (a—c) + (b—d)> (5.3)

Ainsi |z — w| correspond géométriquement a la distance, dans un plan complexe, entre les points d'affixes z et
w.

11 en est de méme évidemment pour |w — z| .

Quel est le lieu des points d'affixe z pour lesquels |z — 2] ?
| > Lieu:=inplicitplot(abs(z-2*i)=2,Re(z)=-2..2,1m(z)=-1..4):
> di spl ay(Li eu, scal i ng=constrai ned) ;

T T 1
0.5 1.5 2

T
| Re
Le lieu géométrique des points d'affixe z satisfaisant 1'équation|z — 21| = 2 est la circonférence d'un cercle de
rayon 2 centré au point d'affixe 2 i.

Qu'en est-il du lieu d'inéquation |z + 2| < % ?

B Lieu:=inmplicitplot(abs(z+2*i)-3/4,Re(z)=-2..2,1mz)=-3..1,
gridrefine=2, coloring=["orange", "yellow'],filledregions=true):

> di spl ay(Lieu);
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Les

C'est donc un disque centré au point d'affixe -21de rayon % incluant la circonférence.

Qu'en est-il du lieu d'inéquations 1 <|z —4 +i| <4?

C'est une couronne comprise entre deux disques de rayon 4 et 1 centrée au point d'affixe 4 —i. Les

circonférences respectives €tant excluses.

> A =inplicitplot(abs(z-4+i)-4,Re(z)=-2..9,In(z)=-6..4,
col oring=["orange","yell ow'],fill edregi ons=true,
i nestyl e=2, thi ckness=2):

B:=implicitplot(abs(z-4+i)-1,Re(z)=3..5,In(z)=-2..0,

coloring=["yell ow', "orange"],fill edregi ons=true,

L i nestyl e=2, thickness=2, gridrefine=2):

> display([B, Al);

Libérons z.

> z:="27";

Propriétés des modules

Soitz, z, et z, trois nombres complexes quelconques.
Propriété 1: Le module d'un nombre complexe est non négatif.
> is(abs(z)>=0);

true

> "abs' (conj ugat e(z)) =expand(' abs' (conjugate(z)));
eval b(% ;

7l =

true

Propriété 3: Le module d'un produit est égal au produit des modules.
> abs(z[ 1] *z[ 2] ) =expand(abs(z[1]*z[2]));

nombres_complexes -- 2020-11-28

Propriété 2: Le module d'un nombre complexe est €gal au module de son conjugué.

5.4

(6.1)

(6.2)

(6.3)
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|_ |Z1 22‘ = |Zl| |zz‘ (6.3)

Propriété 4: Le module d'un quotient est égal au quotient des modules si le dénominateur est non nul.

Si Zy # 0,
> abs(z[1]/z[2])=expand(abs(z[1]/2z[2]));
al_ [
—| = (6.4)
z| |4
Propriété 5: L'inégalité du triangle |z1 + 22‘ < ‘Zl| + |Zz|'
> (abs(z[ 1] +z[ 2] ) <=abs(z[1])+abs(z[2])); # sans commentaire
eval b(9% ;
|Z1 +Zz‘ < ‘Zl| + |22|
|z1 +22‘ < ‘Zl| + |ZZ| 6.5)

Y Forme polaire d'un nombre complexe

Rappelons que, dans un plan polaire, un méme point posséde une infinité de coordonnées polaires (r,8), (
L0 ER):

— r étant appelé la coordonnée radiale de (r,0)

— 0 étant appelé la coordonnée angulaire de (r,8).

Ainsi, les coordonnées polaires suivantes sont celles d'un méme point dans un plan polaire.
_L,_E R _l’_E +2kn s L,z_n S L,z_n+2kn ,ke
4 3 4 3 4 3 4 3

Comme il est possible de lier un plan cartésien a un plan complexe pour représenter les nombres complexes
sous forme rectangulaire @ + b, on lie un plan polaire a un plan complexe également pour représenter les
nombres complexes sous leur forme polaire (r, 6) ,(1,0 €ER).

Soit un nombre complexe z = (r, 9) , (1,0 €R) quelconque.

Un nombre complexe écrit sous la forme polaire (r, 0) (r, 8 €R), est transposé en Maple parpolar (r, 0).

> z:=polar(r,theta);
z = polar(r, 6) (7.1)

Puisqu'un méme point d'un plan complexe possede une infinité d'affixes polaires, I'argument 8 d'un nombre
complexe n'est donc pas unique. Par contre, nous savons que si r > 0, 0 est unique modulo 2 7. En clair, cela
signifie que, pour deux arguments 8, et 6, distincts d'un nombre complexe sous forme polaire, si

6, — 6, =2k alors (r, 91) = (r, 92).
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Afin d'avoir une écriture unique d'un nombre complexe sous forme polaire, on convient de choisi 0 dans
l'intervalle |-wt, 7], ¢'est-a-dire -m <0 <=

Ce choix unique 0 est appelé augument principal.

Si r =0, toute valeur de 6 détermine le méme nombre complexe. Dans ce cas, on convient de choisir 6= 0.

Ainsi, avec Maple,
— 1, le module d'un nombre complexe sous forme polaire est donné par r = |z|.

— 0, l'argument principal d'un nombre complexe sous forme polaire est donné par augument (z).

(> 2:=polar(1/4, Pi/3);
"abs(z)' =abs(2z);
"argunent (z)' =argunent (z);
z = olar(l E]
P 473
-1
B .
arg(z) =§ (7.2)
B z:=polar(1/4,-Pi/3);
"abs(z)' =abs(z);
"argunent (z)' =argunent (z);
z = olar[L —Ej
p 4 3
1
B .
arg(z) = % (7.3)
> 7:=pol ar (1/4, - 17*Pi / 3);
"abs(z)' =abs(2z);
"argunent (z)' =argunent (z);
z = olar[L _17_1t)
P 47 3
-1
B .
arg(z) =§ (7.4)

Donné un nombre complex sous forme polaire polar (r, 6), le nombre r peut étre négatif. Dans ce cas,
I'argument 6 est remplacé dans les calculs par 6 + 1 si 0 <0 et par 6 — 7 si 6 > (. Cela correspond a une
rotation de m radians dans le sens anti-horaire dans le premier cas et dans le sens horaire dans le second cas.

|_> z:=pol ar(-1/4,2*Pi/ 3);
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"abs(z)' =abs(z);
"argunent (z)' =argunent (z);
z = olar[—l 2—“]
P 473
-1
B .
arg(z) = —% (7.5)
> 7:=polar(-1/4,-5*Pi/3);
"abs(z)' =abs(2z);
"argunent (z)' =argunent (z)
z = olar[—— —S—TE)
p T3
-1
B .
arg(z) = —2TTC (7.6)
j> z:="2";
zw=7z 7.7

La forme trigonométrique  cis (0) d'un nombre complexe donné sous la forme polaire est directement
obtenue avec eval c().

> z=eval c(polar(r,theta));
z=rcos(0) +irsin(0) (7.8)

'; z := polar(3,Pi/5);
" =zeval ¢(2);

yis
z = polar| 3, —
b [ 5)

= r isin| = .
—3cos(sj+3s (5] (7.9)

Remarque: Si 6 est un angle remarquable, le mécanisme de la simplification automatique de Maple réduit
automatiquement le sinus et le cosinus.
La forme polaire d'un nombre complexe donné avec 1'écriture rectangulaire est obtenue avec convert ( ,

pol ar).

> z = polar(sqrt(2),Pi/3);
" =eval ¢c(2);

z = polar[ﬁ, %)

(7.10)
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7.10
5 5 (7.10)
> conbi ne((7.10), radical);
_JV2 + /6 (7.11)
2 2
La forme polaire d'un nombre complexe donné sous la forme rectangulaire est directement obtenue avec la
macro-commande convert ( , polar).
Obtenons 1 + \/? i soua la forme polaire.
>z = 1+sqrt(3)*i;
z=convert(z, pol ar);
z=1+ i\/?
1+iJ3 = polar(2, % J (7.12)
i)étaillons ici pour voir comment Maple s'y prend. Il s'agit en Maple de la conversion suivante:
> z:=at+b*i;
z=convert(z, polar);
z:=a+1ib
a—i—ib:polar(\/ a2+b2,arg(a+ib)> (7.13)

Our=la+bil = & + b” est le module de z (un nombre réel positif) et 8 = argument(a + bi).

La maniere de choisir 6 = argument(a + b1) est comme suit: avec r > 0,
—0>0s1b>0, autrement 6 <0.

— pourlecasoub=0,0=0sia>0. Autrement 6 = 7.

Bref,

— pour les nombres réels positifs (> 0 ), soit les nombres complexes z dont %(z) >0 et J(z) =0,
arg(z) =0
> z:=0:

"argunent' (z)=argunent (z);
z: =1/ 2:

"argunent' (z)=argunent (z);
z:=sqrt(3):

"argunent' (z)=argunent (z);

arg(0) =0
arg( ; ) 0
i arg(\V3) =0

(7.14)

— pour le nombres réels négatifs (<0 ), soit les nombres complexes z dont 9(z) <0 et J(z) =0,
arg(z) = m.

Les nombres_complexes -- 2020-11-28
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> z:=1:
"argunent' (z)=argunent(z);

z:=-1/4:
"argunent' (z)=argunent(z);
z:=-sqrt(5):
"argunent' (z)=argunent (z);

arg(—1)=mn

arg(—ij =T

4
arg( 5 ) =n (7.15)

— pour tous les nombres imaginaires, voici comment Maple détermine 1'argument d'un nombre complexe.

> z: =pol ar (a+b*i);
map(eval c, z);

z = polar(\/ &+ bz,arg(a + ib))
polar(xl o+ b ,arctan(b, a) ) (7.16)

ou 0 = arctan(b, a) €]-7, 1] est 'argument principal de z.

Comme vu en classe, pour déterminer 0, I'argument principal de z, il y a plusieurs sous-cas a traiter selon les
signes de la partie réelle (a) et de la partie imaginaire (b). Cependant, de nombreux langages de
programmation disposent d'une variante de la fonction arctangente, souvent appelée atan2(b,a) petrmettant le
traitement de tous ces cas.

Aussi, il existe une formule utilisant la fonction arccos qui réduit de beaucoup le nombre de cas a considérer.

Sans entrer dans les détails d'un cours de mathématique, voyons quelques exemples d'argument d'un nombre
imaginaire.
> z:=-sqrt(2)*i:

"argunent’' (z)=argunent (z);

arg —iJ2 ) = % (7.17)

_> z:=-sqrt(2)-sqrt(2)*i:
"argunent' (z)=argunent (z);

arg( -2 —i7) - %‘ (7.18)

B z:=-1-sqrt(3)*i:
"argunent’' (z)=argunent (z);

arg(-1-1y3) = ZTR (1.19)
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> 7. =3+4*%1 :
"argunent' (z)=argunent(z);

arg(3+4i) = arctan( ? ) (7.20)

_S Z:=-3+4%j :
"argunent' (z)=argunent (z);

arg(—3 +4i) = —arctan[ % j +7 (7.21)
B Z:=-3-4%j:
"argument’ (z)=argunent (z);
arg(—3 —4i) = arctan( % ) -7 (7.22)

B z:=polar(-1,-Pi/4):
"argunent' (z)=argunent(z);

T 3n
lar| —1,-— | | = — 7.23
arg(po ar( . ) ) 1 (7.23)

i0
¥ Forme exponentielle ¢  d'un nombre complexe

.
PR
Montrons comment intervient le mécanisme de la simplification automatique de Maple sur le nombre 4 ¢
> z:=-4*exp(i*Pi/3);
z=-2-2iy3 (8.1)
> "abs' (z)=abs(2z);
"argunent' (z)=argunent(z);
|-2-2iy3] =4
arg( —2—2i\/?) =—2Tn 8.2)

Maple reconnait bien la forme exponentielle d'un nombre complexe (heureusement !).

Soit maintenant z = -1 — i €C. Observons le résultat de la macro-commande convert( , exp)sur ce nombre.
> z:=-1-i:
z=convert (z, exp);
—1—i=—1-i 8.3)
Il ne faut pas &tre surpris ici de ce résultat (mécanisme de la simplification automatique oblige !). L'aide sur
convert/exp est clair: cette macro-commande n'est pas du tout appropriée. Maple a ici tout simplement
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3i
-— T
. 4 . £ .
transformé v/ 2 e automatiquement en écriture rectangulaire.

> sqgrt(2)*exp(-(1/4)*(3*1)*Pi);

ﬁ(ﬂ—%J (8.4)

2

> sinplify((8.4)
i 8.5)

Pour contourner le mécanisme de la simplification automatique, créons notre propre macro-commande de
conversion convert( , Exp). (Notez le E majuscule).
> “convert/Exp : = proc(val eur)

| ocal Nonbre

Nonbr e: =convert (val eur, pol ar);

if type(Nonbre, function) and op(0, Nonbre)="polar' then

op(1, Nonbre)*' exp' (i *op(2, Nonbre))

elif has({op(Nonmbre)}, ' polar') then map( convert/Exp , Nonbre)

el se Nonbre
fi
end proc:

> z=convert(z, Exp);
3i

—ioyTe 4 (8.6)

Cette courte procédure est un exemple de possibilité de programmation qu'offre Maple. A moins d'avoir eu
une introduction a la programmation Maple, il ne faut pas s'attarder a comprendre le détail de cette procédure.
Ce n'est pas le but ici. Le but visé est plutot de vous sensibiliser a ce mécanisme. Ce n'est pas toujours désiré
dans une démarche pédagogique.

Effectuons quelques calculs simples.
> z1: =convert (-1+i, Exp);

z2: =convert (-5, Exp);
3i

— T
z] = \/76 4
22:=5¢" 8.7)

Multiplions maintenant ces deux nombres qui sont sous la forme polaire.
> z1*z2,

-sﬁ[-@ +%J 83)

Ce résultat est di au mécanisme de la simplification automatique de Maple: pas possible de le contourner sans
la macro-commande maison convert( , Exp).

> convert (z1*z2, Exp);

s5y2e ? (8.9)
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-—im
En effet, observons la simplification automatique du nombre 5 \/7 e
> B*sqgrt(2)*exp(-(1/4*i)*Pi);

55[%—%] (8.10)

Par curiosité, voyons comment opére cette macro-commande maison.
> N =pol ar(r,theta):
N=convert (N, Exp);
o arctan(rsin(0), r cos(0) ) (8.11)

polar(r, 6) =
Eour terminer cette section, voyons comment contourner le mécanisme de la simplification automatique pour
nous permettre d'énoncer dans une zone de requéte la remarquable égalité:
e"+1=0
> convert (-1, Exp) +1=exp(i*Pi)+1
" H1=0 (8.12)

Notez, dans le membre de droite de la requéte précédente, la simplification automatique de ¢m+1 par 0.

Y Root et surd
Calculons la racine cubique de -8. La macro-commande root ( ,n)ouroot [n] ()donne la racine éniéme
complexe principale.
> Racine: =root[3](-8);
Racine = 2 ( —1)1 I3 9.1)

Mais pourquoi donc que le mécanisme de la simplification automatique ne simplifie-t-il pas (-1) 173 par -17?

Sachez que la racine cubique principale de -1 n'est pas -1. (Voir la section Représentation graphique des n
racines éniémes d'un nombre complexe)

> Raci ne=eval c( Raci ne);

2(-) 31413 .2)
ia macro-commande surd ( , n) est a utiliser lorsqu'il s'agit des racines d'ordre » comme on les obtient
habituellement dans les nombres réels.
> surd(-1,3);

surd(-8, 3);

—2 9.3)

Lorsque l'ordre de la racine est pair (n pair) et que le nombre réel est négatif, surd donne quand méme pour
résultat une racine imaginaire.

> surd(-5,2);

ivJs5 9.4)

Avec Maple, la racine éniéme principale est obtenu en appliquant la formule
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In(z)
n

root(z,n) =e
Le logarithme naturel de z, In(z) est obtenu par la formule
In(z) =In(|z|) + argument(z) i ou -7 < argument(z) <m

Ainsi,
In(z) In(|2]) + argument(z) i
n n
e =e
argument(z) i
ln( H ) € n
n
=e
1 argument(z) i
n n
=zl " e
1 argument(z) i
=r"e " (en écriture exponentielle d'un nombre complexe)

rgument(z) i

Le nombre ¢ est donné¢ par l'identité¢ d'Euler d9= cos(@) +isin(0).

Bref, avec Maple, en sachant que 6 = argument(z) n'est pasun angle nécessairement tel que 0 <0 <2z, les
nombres complexes situés dans les troisieme et quatrieme quadrant, leur racine éniéne principale donnée par
l'évaluateur ne seront pas les mémes que celles de la racine énieme principale comme on porrait l'avoir
enseigné en classe.

En effet, en classe, on enseigne parfois a écrire un nombre complexe polaire avec un argument postif 0
compris dans l'intervalle [0, 2 7t [ (forme trigonométrique). C'est ce qu'on appelle écrire le nombre complexe
sous la forme trigonométrique. En conséquence, les n racines éniémes d'un nombre complexe seront notées par

Zk=rn cis(2 + 2km

n n
Et on définit la racine éniéme principale (exprimée sous la forme trigonométrique) comme étant celle ayant
1

) ,k=0..n—1

- : n . (9
une valeur d'argument minimal, soit par z, = r czs[ — J .
n

Ainsi, pour z = —\/7 \/7 i=2 cis( % ] , la racine cubique principale est z, = 2 3 cis( SI—Z ] . Vérifions que

I'on a bien Zg= —\/7\/71'.
> z[0]:=polar(2~(1/3),5*Pi/12);
eval c(z[ 0] *3);

1/3 5m
.= polar| 2' 1%, 2=
2y = po ar( = )
2 3 3 2
—6sin[5—nJ cos(s—n] +200S[5—n] +i —Zsin(s—n) +6sin[5—n)cos(5—n] ] 9.5)
12 12 12 12 12 12
(> sinplify((9.5):

(—1—-i)V2 9.6)

Obtenons une approximation décimale de z.
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> z:=(polar(2”(1/3),5*Pi/12)):
z=eval c(2);
eval f (" " =rhs(%);

polar 21[3’5_75 =21I3cos SL +i2113sin SL3
12 12 12

=0.3260915631 + 1.216990281 1 9.7

Vérifions maintenant si la racine principale donnée par Maple est bien une racine cubique de z et ensuite
obtenons une approximation de la racine principale donnée par Maple.

> Racine:=root[3](-sqrt(2)-sqrt(2)*i):
Raci ne=convert ( Raci ne, pol ar);
eval c(" " =Raci ne”3);

(—ﬁ—iﬁ)ll3=polar[z”3,—1]

4

=-V2 —iv2 9.8

La racine obtenue avec la macro-commande root [3] () est bien une racine cubique complexe de
V2 -2
Obtenons une approximation de cette racine cubique.
> eval f (Raci ne);
0.8908987181 — 0.8908987181 9.9

Ce n'est pas la méme racine principale...car leur argument ne sont pas égaux a un multiple entier de 2.

En efffet, 'argument de la racine principale obtenue avec 1'évaluateur est
> eval c(argunent (Raci ne));
eval f (99 ;

T

4
—0.7853981635 (9.10)

tandis que l'argument calculé selon la définition donnée en classe de la racine principale est
> eval f(5*Pi/12);

1.308996939 (9.11)

3 5m . . . .
23 cis( T ) est I'une des racines qui sera obtenue en résolvant 2= -2 -J2i.

> z:="2":
Eq: =z"3=-sqrt(2)-sqrt(2)*i;
Raci nes: =eval f ([ sol ve(Eq, 2)]);
Eq ==z3=—\/7—i\/7
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Racines = [0.8908987181 — 0.8908987181, —1.216990281 — 0.32609156351, 0.326091563 9.12)
+1.2169902821 |

[ > z:=pol ar (271/ 3,5*Pi [/ 12):
z=eval f(eval c(z));

polar[ %, 51—7; ) =0.1725460301 + 0.64395055091 (9.13)

Y Analyse réelle et calculs dans C

Pour tracer le graphique de la fonction racine cubique (y = 3\/?, le néophyte utilisera probablement la macro-
commande root [3] ().
> setoptions(label s=["x","y"], font=[axes, TI MES, 8], | abel di recti ons=
| [horizontal, horizontal]);
> f:=x->root[ 3] (x);
plot([x,f(x),x=-4..4],views[-2..2,-2..2]);
f=x r00t3(x)

Commme on le voit, ce n'est pas le résultat attendu. En tout temps, et donc aussi pour le tracé de graphique,
Maple a comme référentiel les nombres complexes. Et, comme vous savez maintenant que la racine cubique
principale d'un nombre négatif est un nombre imaginaire, c'est ce qui explique qu'il n'y a aucun tracé dans la
partie négative de l'abscisse.

Vous devez donc créer la fonction racine cubique avec la macro-commande surd (x, 3).

> f:=x->surd(x, 3);
plot([x,f(x),x=-2..2],views[-2..2,-2..2]);

f=xe Vs
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Voyons maintenant un développement qui saura, une fois pour toute, vous convaincre a ne pas utiliser Maple
comme une boite noire. Il y a un réel apprentissage de Maple qu'il faut faire.

Soit les fonctions f et g définies par f (x et g(x \/7 .
X —9
Obtenez les graphiques de fet g.
> fo=x->sqrt ((x"2-4)/(x"2-9));
g: =x->sqrt(x"2-4)/sqrt(x"2-9);
2
f=xs X —4
x2—9
2
gi=x> vaz—“ (10.1)
X =9

> A =Array(1l..2):

Al 1]:=plot([x,f(x),x=-8..8],titlefont=["ROVAN', 10],title=(y=f(x))):
Al 2]:=plot([x,g(x),x=-8..8],titlefont=["ROVAN', 10],title=(y=g(x))):
di spl ay( A, scal i ng=unconstrai ned , si ze=[ 300, 300]);

2 T4 /2 — 4
y= =y %
Z.ZXf 7 20
224
2+ 2
1.8 1.8 -
1.6 - 16 -
1.4 = 14
y1.2- 12

Les nombres_complexes -- 2020-11-28 Page 22 de 34



Les

Sur la base de leur tracé respectif, nous devons conclure que les fonctions f et g sont identiques. Nous allons
montrer que c'est évidemment faux.

Recherchons le domaine de la fonction f.
> solve((x"2-4)/(x"2-9)>=0,{x});
{x<-=3L{—2<xx<2},{3<x} (10.2)

I{echerchons le domaine de la fonction g.
> sol ve({(x"2-4)>=0, (x"2-9) >0}, {x});
{x< -3}, {3<x} (10.3)

Le tracé de la fonction g est évidemment erroné. Comment est-ce possible ?
Qu'en est-il de celui de la fonction f ?

La macro-commande plot, au moment de la création de la structure graphique, fait appel a 1'évaluateur qui
calcule les coordonnées des points a tracer. Et, comme vous le savez maintenant, ce calcul est effectué dans
I'ensemble des nombres complexes. Pour -2 <x < 2, le calcul des images, selon la régle g, a posé, a chaque
fois, un quotient de deux imaginaires (purs) dont la simplification a donné un nombre réel.

Par exemple, détaillons le calcul de g(1). Obtenons d'abord les valeurs des numérateur et dénominateur.
> g(x);

a: =eval (nuner (g(x)), x=1);

b: =eval (denom(g(x)), x=1);

><l\’ ><l\)
| |
o ||&

11

(10.4)
Ensuite, obtenons le quotient.
> Quotient:=al/b; # rationalisation automati que
Quot i ent =conbi ne( Quoti ent, radi cal ) ;
eval f (" " =rhs(%);
Quotient = —Jﬂgﬂ
_al —3 \/ —3 — \/Z
8 4
=0.6123724358 (10.5)

Puisque le référentiel pour chaque tracé est pour nous l'ensemble des nombres réels R et que pour Maple, c'est
I'ensemble des nombres complexes C, il est donc trés important de prendre le temps de trouver le domaine
d'une fonction (ou d'une équation a résoudre) avant de faire quelque analyse que ce soit dans R.

Puisque la division ou la multiplication peut poser probléme dans le tracé d'une fonction réelle a valeur réelle,
on pourrait trés bien créer, en Maple, un opérateur qui pourrait prendre en charge la simplification de la
division (ou de la multiplication) impliquant des nombres imaginaires. Apres tout, Maple est ce qu'on appelle
un systeme ouvert. L'opérateur que nous allons créer retournera un nombre réel a la condition qu'il soit le
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résultat de la division de deux nombres réels. Les deux nombres devront étre du type numeric: soit du type
integer, fraction, ou float. Cet opérateur bloquera donc, entres autres, tous les résultat réels de la
division de deux nombres imaginaires.

A l'aide de la macro-commande de fine, donnons le nom DIV a ce nouvel opérateur.
> a. ="a': # 11 faut que a et b soient libres

b:="Db":

define(DlV, Dl V(a::nureric, b::nuneric)=alb);

Il n'y a aucun "sortie". Comme, par exemple, avec les macro-commandes restart etassign.

Observons comment DIV opére la "nouvelle" division: si au moins un des deux opérandes n'est pas du type
numeric, la division ne s'effectuera pas.

> DIV(-5,sqrt(2)); # sqrt(2) est du type ™ et non pas du type
nuneric
DIV(-5,sqrt(2.)); # sgrt(2.) est du type float et donc du type
nuneric
DI V(-5,2);

DI V(sqrt(3.)*i,sqrt(8.)*i);

pv(—572)

—3.535533907
5

2
DIV (1.7320508081, 2.8284271251) (10.6)

Maintenant, créons une nouvelle "fonction" G en opérant la division des expressions +/ =4 et
N ¥ =9 avec I'opérateur DIV.
> G =x->DI V(sqgrt(x"2-4),sqgrt(x"2-9));
Gexop(JZ—a. /2 —9) (10.7)

Dans la macro-commande plot, a chaque assignation ax (abscisse) d'un nombre décimal de I'intervalle de
tracage, G(x) (ordonnée) pointera vers un nombre réel a la condition d'étre le résultat de I'opérateur DIV.
> G 1.5);
&5.);
DIV (1.3228756561,2.5980762111)

1.145643924 (10.8)

Tragons maintenant la fonction G dans les mémes conditions de I'ancienne fonction g mais ajoutez en option
view=[-6..6.,0..6] pour controler I'affichage de l'axe des y.
> plot([x, & x),x=-6..6], nunpoi nt s=300, scal i ng=unconstrai ned,
titlefont=[TIMES, | TALIC, 10], view=[-6..6.,0..6]);
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2.5 4
24
1.5
14

pour terminer, voici un dernier développement qui va encore illustrer une situation de simplification de
nombres imaginaires donnant un nombre réel.

2x.

Soit a résoudre I'équation 4 + 4 =
_ x+\/2—x2 x—\/2—x2

> Probl ene: =4/ (x+sqrt (2-x"2)) +4/ (x-sqrt (2-x"2)) =2*x;
Raci nes: =sol ve( Probl éne, {x});

4 4
+ =

X+ - +2 x—+ - +2

Racines = {x=0}, {x=\/?}, {x= —\/?} (10.9)

2x

Probleme =

L'évaluateur, en résolvant dans C, a trouvé trois racines réelles (complexes aussi) a cette équation (n'oublions
pas qu'un nombre réel est un nombre complexe qui s'ignore:). Si vous aviez pris soin de préciser, dés le départ,
le domaine de définition de cette équation dans R, la seule racine réelle dont vous seriez tenu de controler
analytiquement est x = 0.

En effet, montrons qu'avec x=+/ 3 (l'une des racines trouvées), le membre de gauche de I'équation a résoudre
a une simplification dans C qui donne un nombre réel.
> eval (Probl éne, Raci nes[ 2]);

radnormal (9 ;

4 4
+ =23
J3 +i 3 =i

23 =2J3 (10.10)
Il est possible d'imposer a I'évaluateur la résolution d'équation dans R lorsque nous utilisons la macro-

commande solve( ).

> use Real Domain in solve(Probl énme, {x}) end use
{x=0} (10.11)

Malheureusement, 1'environnement RealDomain ne gere pas dans R la macro-commande plot ().

> use Real Domain in plot([x,g(x),x=-8..8],views[-8..8,-2..6]) end use
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V¥ Représentation graphique des # racines éniémes d'un nombre complexe

V¥ Définition de 1a macro-commande Raci nes_Conpl exes

La macro-commande
Raci nes_Conpl exes(Nonbr e, Or dr e, Avec_Poi nt s)
possede trois arguments:

— Nombre étant le nombre complexe dont on recherche les n racines éniémes

— Ordre étant 1'ordre de la racine. Ordre doit &tre un entier positif

caractére que oui: n par exemple).

complexe donné avec une écriture rectangulaire ou avec une écriture polaire.

\ 4 Initialisation

dessous.

| > restart;

> Raci nes_Conpl exes: =proc(C:. : conpl ex, O : posi nt,
Avec_Poi nts: :synbol)

# Définition des variables |ocal es
| ocal c,k, arétes, Détails, Equation, Fl é&ches, Fl éches_P,
Li ste, ordre_convexe, Poi nts, poi nts, Raci nes,

z, Zér os:

# Initialisation
interface(imaginaryunit=i);

Les nombres_complexes -- 2020-11-28

—Avec_Points permettant un contdle de l'affichage des racines: oui et non (en fait, tout autre chaine de

La macro-commande Raci nes_Conpl exes illustrera les n racines éniémes complexes d'un nombre

Cette illustration sera faite a I'aide de vecteurs pointant vers les sommets d'un polygone régulier inscrit
dans un cercle (si Ordre>2). Dans le graphique, la racine principale sera illustré par un vecteur rouge.

Pour activer la macro-commande Raci nes_Conpl exes, exécutons le bloc d'instructions ci-

Raci nes_i nternédi ai res, Raci ne_princi pal e, Sol _général e, t,
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Dét ai | s: =Avec_Poi nt s;
_EnvAl | Sol utions : = true:
pl ot s[ set opti ons] (si ze=[ 300, 300], xti ckmarks=12, yti ckmar ks=12,
| abel s=["Re", "I n'],
f ont =[ axes, " TI MES", 8],
| abel di recti ons=["horizontal","vertical"],
scal i ng=constrai ned) ;
i nterface(typesetting=extended);
Typesetting: -Settings(striptrailing=true);

# Critére de tri
ordre_convexe: =(x,y)->eval b(eval f(op(2,y)>0) and eval b(eval f

(op(1,x)<op(1,y)))):

# Cal cul des racines
Equat i on: =z O=C,
Sol _général e: =eval c(sol ve(z*n=C, z)):
if type(Sol _général e, Root ) then
Raci nes: =eval c([ al | val ues(subs(n=0 Sol _générale))]);
Poi nts: =sort ([ seq([ Re(Raci nes[ k] ), I m(eval (Raci nes[k]))], k=1..
O], ordre_convexe):
el se
t:=op(1,indets(Sol_générale)):
Raci nes_i nterneédi ai res: =subs(t =k, Sol _général e);
Raci nes: =subs(n=0, Raci nes_i nt er nedi ai res) ;
Raci ne_principale:=root[Q (CO;
Zéros: =[ seq(subs(k=t, Racines),t=0..01)];
Poi nts: =sort ([ seq([ Re(eval f (Zéros[Kk])),In(eval f(Zéros[k]))],
"k™=1..nops(Zéros))], ordre_convexe):
fi;

# Affichage conditionnel des résultats
if Détail s=oui then
print (Equation);
print( La racine principale d ordre *,0 "de,C, "est °,
sinmplify(evalc(root[O(Q))));
print(° ou soit numeériquenent ",evalf(evalc(root[O(QC)));
fi;

# Affichage graphi que des raci nes énienes

ar ét es: =pl ot s[ pol ygonpl ot] (Poi nts, | i nestyl e=2, col or=white,
transpar ency=0, t hi ckness=2):

poi nts: =pl ot s[ pol ygonpl ot ] (eval f (Poi nts), styl e=poi nt, synbol =
solidcircle, synbol si ze=18, col or =navy):

FI éches_P: =pl ottool s[arrow] ([0, 0], Points[(Q, .04, .08, .15,
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col or=red):
.15, col or=navy), k=0..0 2):

/\2),

end proc:

> Raci nes_Conpl exes(-1, 2,0ui);

z

2

FI éches: =seq(pl ottool s[arrow] ([0, O], Poi nt s[ k+1],
c:= plottools[circle] ([0,0],

i nestyl e=4, col or=grey):
pl ot s[ di spl ay] (FI éches_P, Fl éches, c, ar ét es, poi nts):

—1

.04, .08,

sqgrt (Points[1, 1] *2+Poi nts[ 1, 2]

V Illustration des deux racines deuxi¢mes de -1

La racine principale d'ordre ,2,de, —1, est , i

ou soit numeériquement , i

> Raci nes_Conpl exes(-1, 2, non);

r T T T T
-1 -08 -06 -04 -02

-0.2

T
0.2

T T T 1
04 06 08 1
Re

> Raci nes_Conpl exes(-1, 3, oui);
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S1-08 -0.6 -04 -02

-0.2

02

La racine principale d'ordre , 3, de, —1, est, 5 +

04 06 08 1
Re

V Illustration des trois racines troisi¢cmes de -1

1, iJ3

2

ou soit numeriquement , 0.5 + 0.866025404 i
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Remarque: La racine cubique principale du nombre réel -1 n'est pas réelle: elle est imaginaire.

V¥ Illustration des quatres racines quatriémes de polar(3, 53—“)

> Raci nes_Conpl exes(pol ar(3,5*Pi/3), 4,0ui);
Error, invalid input: Racines Complexes expects its 1st
argument, C, to be of type complex, but received polar (3,

(5/3)*Pi)

La procédure maison Racines Complexes ( ) teste d'abord que le nombre passé en procédure soit

. Sn . . ,
du type complex. Bien que polar| 3, T soit syntaxiquement correcte, pour Maple ce n'est pas un

objet de type complex. Faisons donc préalablement un conversion avec evalc.
> Raci nes_Conpl exes(eval c(pol ar(3,5*Pi/3)), 4,o0ui);

A3 _ 313
2 2

, I 14
La racine principale d'ordre , 4, de, % — 31\2/? ,est, - ﬁ( L=it( 41 +1)\/?) 3

ou soit numeriquement , 1.271229878 — 0.3406250193 i

Puisque polar[ 3, STE ) = polar( 3, - % J , on obtiendra le méme résultat que précédemment.
> Raci nes_Conpl exes(eval c(pol ar(3,-Pi/3)), 4,oui);
313

2
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\ 4

\ 4

3 3i/3 est_ﬁ(—l—i+(—1+i)ﬁ)31’4
et

La racine principale d'ordre , 4, de, 5 p

ou soit numeriquement , 1.271229878 — 0.3406250193 i

Ilustration des cinq racines cinquiemes de 32
> Raci nes_Conpl exes(32*i, 5, oui ) ;
2 =32i

) . 2 (2
La racine principale d'ordre , 5, de, 321, est , 21 cos( ?n j +2 s1n( ?n ]

ou soit numeriquement , 1.902113033 + 0.6180339888 1

Illustration des onze racines onziemes de 1
B Raci nes_Conpl exes(1, 11, oui );

211 =1
La racine principale d'ordre , 11, de, 1, est, 1

ou soit numeriquement , 1.
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n

Y Approche empirique dans le plan d'Argand de la Jim, (-1)

Pour réaliser l'animation ci-dessous, il est requis de ne pas effectuer l'affichage des résultats successifs que
donnera la macro-commande Raci nes_Conpl exes. Pour cela, il est fortement recommander de donner au
troisiéme argument la valeur non. Si vous préciser la valeur oui, il y aura un long affichage des racines
¢éniémes pour chacun des termes de la séquence, ce qui n'est pas souhaitable ici.

11 faut étre un tantinet patient car la construction de 50 tracés prendra plusieurs secondes (selon votre machine)
[> séquences: =seq( Raci nes_Conpl exes(-1, a, non), a=1..50):

Aprés l'exécution de la requéte ci-dessous, cliquez le dessin pour le sélectionner afin de faire apparraitre le

menu contextuel. Cliquez ensuite le bouton de départ pour démarrer 1'animation.
> pl ots[display] (séquences, i nsequence=true);

-

0.8 1

E 0.6 1

0.4 1

0.2 1

-0.24 Re

-0.4 4

-0.6 9

-0.8 1

thenons directement cette limite avec la macro-commande 1imit ().
> Limt((-)™Mn),n=infinity)=limt((-1)"(1/n),n=infinity);
1

i (—1)" =1 (12.1)

VY Exercices
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VY No. 1

Effectuer
) —— b 2FL o L 1o43i g) (l— ﬁl)(—ﬁ +LJ
| 1—1 i 241 2 2 2 2
Y No.2
Soit 21=1 +31et z,=3 —1i. Calculer
1 z)
B ) 2
VY No. 3
Sizl= 14+4iet z,=2 — 31i. Déterminer
2 21
a) Sf%(zlzz) b) R| — | o S(zlzz) d | —
22 ZZ

vNo.4

Montrer en utilisant les propriétés des conjugués, que Vz €

a) z +i=z—1i b) iz=-iz ¢) = =iz
1

vNo.S

Résoudre dans C 1'équation (1—-i)z _ (1+i)z+4

+i 1—2i
Y No.s
| Montrer que si z=a + bi (a, bER) satisfait I'équation 2 + 2+ 1= 0 alors 7 satisfait aussi cette équation.
Y No. 7
Représenter , dans le plan complexe, le lieu géométrique de tous les points d'affixesz € satisfaisant
I'équation:

) R(z)=-3(z) bR(z)=2 ¢)J(z)=-1 d)z=Z e)|z—3|=4 H|z—5i <3 g
R:z)=3(2)2 h2<|z4+2—i<4 D)z—Z]=1 Hl<lz—1—i| <2

Y No. s
A T'aide uniquement des propriétés des modules, montrer que |z| = |Z| =|-z| =|-iz| = =2
| i
Y No. 9
Calculer le module de z si
g o= SHINBE ) BESE g g T
- 7—43i 13 =51
No. 10
Montrer que |z — w| = |w — 2|, Vz, weC.
VY No. 11
Ecriver sous la forme polaire (Maple) les nombres complexes suivants.
_ . _ . _ _ . _ 4 3.
a) z=-6+6y3i b)z=-1-y3i ¢)z=n d)z=-74+24i e) z= S5
Y No. 12
| Ecrire sous la forme exponentielle les nombres complexes du No.11. Utiliser convert ( , Exp).
Y No. 13
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Ecriver sous la forme rectangulaire les nombres complexes suivants.

a) z=cis(0) b) z:ﬁcis(%) ¢) z=y2cis(30°) d) z=2cis(315°)

No. 14
Ecrire sous la forme exponentielle les nombres complexes du No.13. Utiliser convert ( , Exp).

\ 4 No. 15
Effectuer directement les calculs sous la forme polaire. Utilisez la macro-commande simplify () .

5
T b4 b T b
a) polar| 3, — | polar| 2, — b) polar| -4, — | polar| 2, — ¢) polar| 2, — d
' ( 4]p ( 3) )P ( 4]p ( 3) 'r [ 6] :

Représenter graphiquement les trois racines troisiémes de
a)-27  b) -27i ¢) -27(-1)

Quel effet, la multiplication de -27 par i, observez-vous sur les trois racines cubiques de -27 ? Et qu'en est-
__ il par la multiplicationde -27 par -i ?
No. 17

Déterminer la somme et le produit des six racines sixiémes de 1.

VY No. 18

Soit la fonction f définie par  f(x) = \/ L4 \/ 49

a) Dans C, résoudre simultanément les inéquations et -4 >0et -9 >0.

b) Méme question qu'en a) mais la résolution dans R.

¢) Créer un opérateur MUL bloquant le mécanisme de la simplification automatique dans C de la
multiplication de deux nombres imaginaires dont le résultat serait un nombre réel. Par exemple

Ny

d) Obtenir dans un premier temps le graphique de la fonction f sur l'intevalle ]-4,4 ] en laissant intervenir

le mécanisme de la simplification automatique dans C de Maple pour le produit \/ -4 \/ =9,
Spécifier l'option view=[-4..4,-8..6].

e) Obtenir ensuite le graphique de la fonction f sur l'intevalle |-4,4] en bloquant le mécanisme de la
simplification automatique dans C de Maple a 1'aide de l'opérateur MUL. Spécifier I'option view=[-4.

.4,-8..6].
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