8 Analyse combinatoire

Introduction

L'analyse combinatoire est une branche des mathématiguiessi autres comme objectif de fournir des
moyens de calculs permettant de dénombrer des ensembkesd’ihjets concrets ou abstraits obéissant a
certaines regles bien précises de formation.

Exemple 8.1

L'ensemble des combinaisons différentes du jeu de lotédig €st un ensemble fini d'objets que I'on peut
dénombrer :

Combien y a-t-il de combinaisons différentes a la loterit9&

L'analyse combinatoire nous fournit un moyen pour réporidie question de I'exemple précédent. Ce
moyen nous permet d’affirmer rapidement qu'il y a exactend®083 816 combinaisons différentes (ex-
cluant le numéro complémentaire).

Pour obtenir ce nombre, il n’a pas été nécessaire d'énurutnes les combinaisons possibles puis de les
avoir compter pour obtenir cette valeur. L'analyse comtuima nous donne des stratégies de calculs basées
sur le principe de multiplication et sur quelques méthoded@&hombrements appelées permutations, arran-
gements et combinaisons. Ces méthodes permettent justdiefiactuer de tels dénombrements sans avoir
a les compter un par un.

Principe de multiplication

Un échiquier est composé de carrés organisés en 8 rangées et e
8 colonnes. Pour dénombrer le nombres de carrés, nousnmsghas
les compter un a un. Nous ferons plut6t le raisonnementsuiyEur
chaque colonne, on trouve 8 carrés. Puisqu'il y a 8 colonhgsa
donc, au total,
8 x 8= 64 carrés

FiG. 5: Echiquier

Définition 1 (Principe de multiplication) Si une premiére opération peut étre effectuéedmanieres
différentes, puispour chacune de cesnmaniéres une seconde opération peut étre effectuéede n
maniéres différentes, alors le nombre total de maniereBataier ces deux opérations est de

(N1 X n2) maniéres
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Exemple 8.2

Aprés un ménage de sa garde-robe, Jacinthe a conservé fbpamg3 chemisiers. Combien d’agence-
ments différents « pantalon-chemisier » Jacinthe peataddirs maintenant porter ?

Solution proposée Avec chaque pantalon, Jacinthe a le choix d’agencer un isiemparmi les trois de sa
garde-robe. Elle peut donc porter

4 x 3= 12 agencements différents.

Le principe de multiplication qui a été appliqué a I'exemptécédent aurait pu étre appliqué différem-
ment :
Pour chaque chemisier choisi, Jacinthe a le choix de I'agrem@c un pantalon parmiles quatre.
Elle peut donc porter
3 x 4 =12 agencements différents.

Dans un cas comme dans l'autre, il y a le méme dénombremegentements différents « pantalon-
chemisier » dont Jacinthe peut porter.

lllustration du principe de multiplication

La représentation graphique du principe de multiplicaehfaite au moyen d’un diagramme en arbre.
Un tel diagramme est en fait une maniére de décrire expliatd tous les objets que I'ont peut former.

Ci
Pi— G
\ N
Cy
Pzé Cy
\ C
3
' c 4 x 3 = 12 agencements
| 1 - -
| / (OpérationI)  ( Opération I1)
! P3< C
G
| ¢
! PI4< C2
LG
1 II
4 3

choix d'un pantalon  choix d'un chemisier
pour chaque choix
d'un pantalon

Tout de méme, lorsque le principe de multiplication peu¢ &ppliqué, il faut éviter I'énumération de

toutes les possibilités au moyen d’'un tel diagramme afin dectenpter. Nous schématiserons plutdt ce
diagramme par la disposition suivante de calcul :

n; x n, = nombre d'objets formés

(OpérationI)  ( Opération 1T )
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L'intérét que nous avons a schématiser le principe de nigkitton est d’autant plus évident lorsque le
nombre de maniéres d’effectuer chaque opération est ghaest clair que le dénombrement via un dia-
gramme en arbre s’avérera long et pénible. Encore plus éeigrnent, si les objets formés le sont avec plus
de deux opérations.

Principe de multiplication généralisé

Définition 2 (Principe de multiplication généralisé®i une premiére opération peut étre effectuée |le
n; manieres différentes, puippur chacune de cesinmaniéres une deuxieme opération peut étr:
effectuée dexnmanieres différentes, puippur chacune de ces;nmanieres une troisieme opération
peut étre effectuée dg manieres différentes, et ainsi de suite jusqu’a uhegdération, alors le nombre
total de maniéeres d’effectuer ces k opérations est de

(N1 X Np X N3 X ... X NK) manieres

Exemple 8.3

Un restaurant affiche le menu suivant :

POTAGE ENTREE PLAT PRINCIPAL | DESSERT

e carottes | e escargoty e poulet e pouding
e poireaux| e saumon | e agneau o fruit
e tomates o truite

e saucisses

Combien de repas complets différents ce restaurant preptze

Solution proposée La composition d’un repas complet est réalisée en quatietipns : une opération pour
chaque mets & choisir. La premiére opération n’est pasaibligment de choisir un potage. C'est
comme dans le cas du dénombrement d’agencements « panthlemssiers », la premiére opération
n'est pas obligatoirement de choisir un pantalon.

Une fagon de dénombrer le nombre de repas complets est ddé@@rdes quatre opérations suivantes :

I Choisir une entrée. Il Choisir un plat principal.
Il Choisir un dessert. IV Choisir un potage.
Reste a calculer le nombre de repas complets.

| 2 | 2 | 4 | 3 | = 2x2x4x3 = 48 repas complets
I O m 1w

Bien sdr, dans I'exemple précédent, il aurait été plus ehtlienvisager la hiérarchie des opérations sui-
vante :

| Choisir un potage. Il Choisir un plat principal.
Il Choisir une entrée. IV Choisir un dessert.
| 3 | 2 | 4 | 2 | = 48 repas complets

I o o v
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mais, cela n’est pas obligatoire pour dénombrer le nombrrepias complets que la cuisine peut composer.
Aucune hiérarchie dans les opérations ne s'impose poumfgasition d’'un repas (repas objets formés).

Par contre, dans certains probléemes, de par leurs comsamt restrictions, s'impose une hiérarchie a
respecter quant a I'ordre des opérations a effectuer. Datslglcas, c'est powassurer de dénombrer le
bon ensemble d’'objets répondant aux contraintes de formatin. Il faut alors commencer par les opéra-
tions associés aux contraintes les plus restrictives, @re @écroissant de sévérité.

Exemple 8.4

Combien peut-on former de nombres de quatre chiffres, siaedres doivent étre des multiples de 5 et
s'il N’y a aucun chiffre qui se répéte dans le nombre ?

Solution proposée La formation d’'un nombre de quatre chiffres différentsréslisée en quatre opérations :
une opération pour chaque chiffre a placer.

I I nar Iv

Comme multiple de cing, le nombre doit se terminer par 0 ouSpat, comme nombre de quatre
chiffres, il ne peut donc pas commencer par 0. Cela nousebigc a séparer le dénombrement de
tels nombres en deux cas : ceux se terminant par cing et cdasnsi@ant par zéro.

Premier cas : les nombres se terminant par 5.
| Placer d’abord le chiffre 5 en position des unités.
Il Placer un chiffre a la position des milliers. Ce chiffreitt&tre différent de 5 et de 0 également.
Il Placer un troisieme chiffre différent des deux premieosir les centaines (ou les dizaines).
IV Placer un quatrieme chiffre différent des trois premigosir les dizaines (ou les centaines).

| 1] 8] 8] 7| =448 nombres
I I I IV

Second cas : les nombres se terminant par O.
| Placer le chiffre O en position des unités.
Il Placer un chiffre a la position des milliers. Ce chiffreitd&tre différent de 0.
Il Placer un troisieme chiffre différent des deux premigosir les centaines (ou les dizaines).
IV Placer un quatrieme chiffre différent des trois premigosir les dizaines (ou les centaines).

| 1 | 9 | 8 | 7 | = 504 nombres
I I I Iv

Il'y a donc au total 448-504= 952 nombres de quatre chiffres formés de chiffres différgnt sont
multiples de cing.

Remarque: Dans chacun des deux cas de I'exemple précédent, les demgpes opérations doivent
étre réalisées dans cet ordre car étre multiple de cinq estamtrainte forte a respecter
d’abord et, ensuite, selon que le nombre formé se termineipaou par zéro, dépendra
le nombre de maniéres de placer ensuite un chiffre pour Ibiersi Cela nous a donc
amené a distinguer deux cas a dénombrer.

Il ne faut pas étre surpris en outre que des contraintes deatan d’un ensemble nous
ameéne a séparer le dénombrementienx ou plus de deux cas complémentairete
telle sorte que ces cas constituent des dénombrementsslessembles disjoints.
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Exemple 8.5

En analyse combinatoire, par "mot", on entend une juxtdiposjordonnée) de lettres, que ce mot ait un
sens ou non, en frangais tout comme dans toute autre langillew's. Par exemple, « arbre » est un mot de
cing lettres de méme que « brrea » en est un aussi. Autre egergbcccc » est un mot de six lettres. Dans
un mot, nous pouvons retrouver des lettres qui peuventé&reter.

Avec les lettres A, B, C, D, E et F, combien de mots différertsitiq lettres peut-on former

a) au total?
b) siles répétitions de lettres ne sont pas permises ?
c) siles répétitions de lettres ne sont pas permises et t@ait finir par une consonne ?

d) siles répétitions de lettres ne sont pas permises et sifleoit commencer par deux voyelles ou par deux
consonnes ?

Solution proposée

a) lly a cinq opérations pour la formation d’un mot de cindrks. Il n’y a aucune contraintes a mettre
en priorité et les répétitions ne sont pas interdites.

6] 6]6]6]6]|=6=7776 mots
I I m v v

b) C’esttoujours cing opérations pour la formation d’'un metinq lettres. Il n'y a aucune contraintes
a mettre en priorité, mais, maintenant, le répétitions suatdites.

[6[5]4]3]2]=720mots
I I m v Vv

c) Etant donné la contrainte forte que le mot finisse par unemune, la premiére opération est donc
de choisir une consonne pour s'assurer de dénombrer quenksgfimissant par une consonne. Les
quatre opérations restantes consistent a choisir une gtts’assurant aucune répétition.

[4]s5]4]3]2] =48 mots
I 1 1 IV Vv

d) Cette contrainte oblige a séparer le dénombrement dednemdieux calculs de dénombrement :
soit celui des mots commengant par deux voyelles et soii delsi mots commengant par deux
consommes.

| y a toujours cing opérations a réaliser avec, dans chaggiedeaix opérations a mettre en prio-
rité : choisir une premiére voyelle (premiére consonneheisir une deuxieme voyelle (deuxieme
consonne) sans répétition. Les trois opérations restantesstent a choisir une lettre en s’assurant
toujours aucune répétition.

\ \ 1 1 1
v: voyelle | 2 | 1 | 4 | 3 | 2 | = 28 mots
L oo I o0 m IV Vv
: + = 336 mots

c c 1 1 1
4] 3]4]3]2]=28mots
I I v v




8.3 Principe de multiplication généralisé 307

Pour appliquer le principe de multiplication, il faut queciandition de son application soit respectée : il
faut vérifier si le nombre de maniéres d’effectuer un opénagist le méme@our chaque maniére de faire
I'opération précédente Sinon, le principe de multiplication ne s’applique pad éut précéder autrement
pour faire le dénombrement. Le diagramme en arbre poutrait@& moyen adéquat.

Exemple 8.6

Combien de nombres de trois chiffres supérieurs a 546 pefdrmer avec les chiffres 2, 4, 5 et 7, siles
répétitions ne sont pas permises ?

Solution proposée Il y a trois opérations pour la formation d’'un nombre degrchiffres. La contrainte forte
que le nombre & former soit supérieur a 546, mets en priasjtéiation de placer un premier chiffre parmi
les chiffres 5 et 7 pour les centaines. Or, selon que le prechiéfre est 5 ou 7, le nombre de maniéere
d'effectuer la deuxiéme opération, soit placer un chiffoeiples dizaines, n’est pas le méme. En effet, si
le premier chiffre est 5, il y a deux possibilités pour le démxe chiffre, soit un 4 ou un 7, tandis que si le
premier chiffre est 7, pour le deuxiéme chiffre, il y en adroR, 4 et 5. Le principe de multiplication ne
s’applique donc pas.

Un diagramme en arbre nous permettra d’énumérer systamatignt tous les nombres possibles. Il ne
restera ensuite qu'a compter les feuilles.

547
4 g ! h
2 possibilités ————>5 < 77 2 >72
4 574
4 724
. 7~ > 9 feuilles
| ~
! 5 725
! 7 747
3 possibilités ———»7 —— 4 _
! | \ 2 742
i i s 2 752
; ; P4 T S
I I 11

Iy a donc 9 nombres de trois chiffres supérieurs a 546 foramés les chiffres 2, 4, 5 et 7 sans qu’aucun
d’entre eux ne se répéte.

Cg (B2 Exercices suggérés : 1a17 ala page 308
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8.4 Exercices série 8.1

Exercices série 8.1

10.

11.

La carte d'un certain restaurant propose 6 hors-d’'oeuvmentrées, 6 plats de viande et 7 desserts.
Combien peut-on composer de menus contenant chacun un delss ?

Chacune des 10 questions d’'un examen objectif possedadiiréponse. Combien cet examen a-t-il
de choix de réponses?

Lors de I'évaluation d’un produit, une association desonmateurs note un produit selon les 3 critéres
suivants :

o Facilite d'utilisation (F) : Bonne (F1), Moyenne (F2), Maaise (F3);
e Prix (P) : cher (P1), pas cher (P2);
e Colt de maintenance (C) : cher (C1), moyen (C2), pas cher (C3)
a) Combieny at-il de possibilités de classement pour unyptadnné ?
b) Faire le diagramme en arbre pour visualiser le principedgiplication.
L'Association internationale du transport aérien (o0A\len anglais International Air Transport Asso-
ciation ou IATA) est une organisation commerciale inteiorale de sociétés de transport aérien. Cette
association assigne un code de trois lettres pour ideniiiteux des aéroports dans le monde. Par

exemple, YUL identifie I'aéroport international de Montké&u mois de septembre 2006, I'AITA avait
codifié a I'aide de ce code 9526 aéroports.

Combien de codes différents sont possibles ?

Un questionnaire comporte 12 questions Vrai/Faux. Cemtie questionnaires différents pourraient étre
éventuellement soumis a la correction par un étudiant

a) s'il est tenu de répondre a chaque question ?

b) s'il n’est pas tenu de répondre a chaque question ?
Combien de nombres différents composés de 3 chiffresfétienrs a 500, peut-on former avec les
chiffres de 'ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} si les répétitions

a) sont permises ?

b) ne sont pas permises ?

Dans un club de 25 membres, de combien de fagons peut-gmegan président et un vice-president
sans qu'il y ait cumule de fonctions ?

Le code Morse utilise deux symboles : le point et le trait.rhlessage est alors représenté par une suite
de points et/ou de tirets.

a) Combien de messages différents est-il possible de faweerune suite de 5 symboles ?

b) Combien peut-on en former avec une suite d’au plus 5 syesisol

Combien de nombres différents composés de 3 chiffresisf peut-on former avec les chiffres de I'en-
semble {1, 2, 3, 4, 5, 6} si les répétitions ne sont pas persnise

On retire un as, un roi, une dame et un valet d’'un jeu desartlinaire. De combien de fagons différentes
peut-on retirer ces cartes, si elles doivent étre

a) de couleurs différentes ?
b) d’'une méme couleur?
¢) de n’importe quelle couleur?

Remarque: Dans un jeu de cartes ordinaire, les quatre couleurs $ond; &, &.

Combien de membres au minimum une association doipeliséder pour que I'on soit slr que deux
personnes au moins aient les mémes initiales ? (Une init&leomposée de deux lettres.)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Les symboles de I'écriture braille sont formés d’'un adslage de six points en relief, comme le montrent
les trois exemples ci-dessous. Combien de symboles diffepeut-on fabriquer selon ce principe ?

o [ ] o O
o=a e 0 =S o o =espace
o O

Un coffre-fort posséde trois roulettes numérotées del3. &Jne personne essaie une combinaison au
hasard, combien a-t-elle de maniéres de se tromper ?

Il'y a cinq routes relient les villes A et B tandis qu'il y art reliant les villes B et C.

a) Combien de fagons différentes un voyageur peut-il akeladville A a la ville C en utilisant ces
routes ?

b) En partant de la ville A, combien d’allers-retours pdwteicomplir s’il ne passe jamais deux fois
par la méme route ?

Avec les lettres du mot TRIANGLE, combien de mots de 8detsans répétition peut-on former com-
mencant par une consonne, se terminant par une voyellettia R devant étre une des 3 premiéeres
lettres ?

Six personnes A, B, C, D, E, et F se placent en ligne au haSambien d’alignements

a) peut-il y avoir?

b) ont B placé directement en arriere de A?

c) ont A et B placés cbte a cote ?

Un "voyageur" se tient a l'origine sur I'axe desll avance d’une unité a la fois, soit a gauche, soit a

droite. Il doit s’arréter lorsqu’il a atteint 3 ou -3, ou sfidvient & une position déja occupée (exception
faite du 0). Dessiner un arbre pour calculer le nombre decpasdifférents possibles de ce "voyageur".

Une personne veut jouer a la roulette au plus cing foishdqae partie, elle perd 1$ ou elle gagne 1$.
Elle se présente a la premiéere partie avec 1$ en poche . Elideddarréter de jouer si elle n’a plus rien
en poche ou si elle a en poche 4$. Dessiner un arbre pour déeol@nombre de possibilités que cette
personne a de jouer.
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Les permutations

Il est souvent plus efficace en analyse combinatoire delfagdénombrement d'un ensemble d’objets en
passant par lealcul des permutationau lieu d’envisager explicitement I'application du pripeide multi-
plication. C’est pourquoi nous en faisons une méthode derdérement.

Définition 3 (Permutation) Une permutation de n objets est une juxtaposition ordonreéees n
objets.

Exemple 8.7

Soit les lettres a, b, ¢ et d. Donner une permutation de cassjeéres.

Solution proposée
cbda

Voici une petite procédure MPLE qui affiche toutes les permutations différentes des prasieiettres
minuscules de 'alphabet.

//:7Permutations:=proc(n::posint) \\\

local B,permut,t;
if n>26 then error "entier non accepté car supérieur a 26." fi;
permut :=proc(n)
option remember;
local A,i,j,k;
A:=[];
for i from 1 to (n-1)! do
for j from 1 to n do
A:=[op(A), [seq(permut(n-1) [i,k], k=1..j-1),n+96,
seq(permut (n-1) [i,k], k=j..n-1)]]

od
od
end;
B:=op(sort (map(t->convert(convert(t,'bytes') ,name) ,permut(n)),lexorder));
if n=1 then lprint(a) else
for t from 1 to nops([B]) by (n-1)! do
lprint(seq(B[k],k=t..t+(n-1)!-1)) od
fi

\\\\7end: 4///

A l'aide de cette procédure maison, obtenons toutes lesytations des quatre premiéres lettres a, b, ¢
etd.

> Permutations(4);

abcd, abdc, acbd, acdb, adbc, adcb
bacd, badc, bcad, bcda, bdac, bdca
cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba
dabc, dacb, dbac, dbca, dcab, dcba
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Nous observons dans I'affichage précédent qu’a la prenigre,lles permutations débutent par la lettre
a, qu'ala deuxieéme ligne, elles débutent avec la lettre dbfiisieme ligne, la lettre ¢ est en premier et quant
ala quatrieme ligne, c’est par la lettre d. Aussi, sur chdigme, il est affiché 6 permutations de ces lettres.

La question qui se pose assez naturellement est la suivaatehien y a-t-il de dispositions ordonnées
de ces 4 lettres ? Autrement dit, combien y a-t-il de pernanatdifférentes de ces 4 lettres ? Nous pouvons
trés bien compter ces permutations mais la n’est pas la neeaéss’y prendre pour répondre a cette question.
Nous avons plutdt intérét a répondre a cette question paaisarmement propre a I'analyse combinatoire.
Imaginer, pour le cas du nombre de permutations des 26det&réalphabet, on en dénombre

403291461126605635584000000

Faites donc le calcul du temps que cela prendrait pour cartatges les permutations a raison de 1 million
de permutations a la seconde. Selon la théorie du Big Bangstime I'dge de 'actuelle expansion de
I'univers a 13,7 milliards d’années environ. Avoir comméihe comptage immédiatement aprés le Big Bang,
ce comptage se terminerait-il cette année ? (UtilisaPME)
C’est le principe de multiplication qui permet de répondieetie question. Une permutation des lettres
a, b, c et d est réalisée en quatre opérations : une opératisrtpaque lettre a placer. En effet, nous voyons
quilya
I. 4 choix pour placer une premiere lettre ;
Il. pour chaque premiére lettre placée, il y a 3 choix pouc@taine deuxieme lettre ;
Ill. pour chaque deuxiéme lettre placée, il y a 2 choix poacpl une troisiéme lettre ;

IV. pour chaque troisieme lettre placée, il y a 1 choix poacpl une quatrieme lettre ;

| 4 | 3 | 2 | 1 | = 4x3x2x1 = 24 permutations distinctes
I 1 o Iv

Si on posait maintenant la méme question mais avec les 10gnestettres de 'alphabet. Le principe de
multiplication s’applique toujours : une opération pouaghe lettre a placer.

(0] 9876|543 ]2]1]=10x9x8x7x6x5x4x3x2x1
I I I IV V VI VI VII IX X

= 3 628 800 permutations distinctes

La notation factorielle est utile pour abréger les multigtions d’un entier positif par tous ses prédéces-
seurs entiers positifs. Par exemple, la réponse précétlent® x 8 x 7 x 6 x 5x 4 x 3x 2 x 1 sera abrégée
comme suit

10Xx9x8x7Tx6x5x4x3x2x1=10!

L'écriture 10 point d’exclamation (10!) se lit « factoriellLO » ou « la factorielle de 10 ».

Théoreme 1(Permutation den objets distincts) Le nombre de permutations différentes de n objets
distincts, noté P est
Pn = n'

Exemple 8.8

Avec toutes les lettres du mot « MATHEUX », combien de mot&dénts peut-on former ?

Solution proposée Le mot « MATHEUX » est composé de 7 lettres distinctes. Tqaanutation de ces 7
lettres sera aussi un mot de 7 lettres.

Puisque le nombre de permutations distinctes de 7 letttg% es 7!, le nombre de mots différents que
I'on peut former est égale a 5 040.
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Voyons maintenant quelques exemples de dénombrementataneels interviendra la méthode des per-
mutations combiné avec I'application du principe de miittgtion.

Exemple 8.9

De combien de maniéres 4 livres de mathématiques, 3 de ¢l8rdephysique et 2 de biologie peuvent-
ils étre rangés sur une étagere si les livres d’'un méme soijetrt demeurer ensemble ? (Pour chaque ma-
tiere, les livres sont différents)

Solution proposée

|Math | Chi | Phy | Bio |

Si les sujets doivent étre ensemble, toute permutation lkdes de sujets est une maniére de ranger les
sujets, il y a don®; manieres de ranger les sujets.

Ensuite, pour chaque tel rangement de sujets, nous devoinséenpte des permutations des livres de
mathématiques entre-eux, celles de chimie entre-euxescd# physique entre-eux et celles de biologie
entre-eux. Il a donc au total

PyPyPsPsP, = 4141313121 = 41472

manieres de ranger tous ces livres sur une étagere.

Exemple 8.1(

De combien de maniéres différentes peut-on faire assearsppnes dont 3 hommes et 2 femmes si les
5 sieges d’une rangée doivent étre tous occupés.

O O O O O
a) au total ?

b) si 2 hommes doivent occuper les extrémités de cette rahgée
c) siles hommes et les femmes doivent alterner ?

d) siles deux femmes doivent étre voisines ?

e) siles deux femmes ne doivent jamais étre voisines ?

a) Toute permutation de ces 5 personnes assises a ces ghoae eaniére d’'occuper les 5 siéges de
cette rangée. Puisqu’il yB; permutations distinctes, il y a donc au total

Ps=5!=120

maniéres d’occuper les 5 siéges.

b) Une maniére de les faire asseoir de sorte que les deuxretéessoient occupées par les hommes est
réalisée en trois opérations :

I. placer un homme a I'une des extrémités de la rangée;
II. pour chaque premier homme ainsi placé, placer un deuxtéomme a I'autre extrémité ;
Ill. pour chaque deuxieme homme ainsi placé, il zananiéres de faire asseoir les 3 personnes

restantes. Il y a donc

I 1o I
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maniéres différentes de faire asseoir 3 hommes et 2 femn2k@hmes doivent occuper les
extrémités de la rangée.

c) lln’y a qu'une seule configuration ou les 3 hommes et lesiihfies sont en alternance.

ONOROBONO

Une maniére de les faire asseoir en alternance est réafissg opérations :
I. faire une permutation des hommes (ou les femmes selore enx

Il. pour chaque permutation des hommes (ou les femmes seidre eux, faire une permutation
des femmes (hommes) entre-elles. Il y a donc

=31x2! = 12

I II

maniéres différentes de faire asseoir 3 hommes et 2 femmedteenance.
d) Pour s’assurer que les 2 femmes soit voisines, assegerss# 2 sieges adjacents et les 3 hommes

sur les 3 autres sieges.

Une maniéere de les faire asseoir de sorte que les deux fenmiess goisines est réalisée en deux
opérations :

I. faire une permutation de ces 4 "sieéges redéfinis" et

Il. pour chaque permutation de ces 4 "siéges redéfinist faie permutation des 2 femmes (elles
demeureront quant méme voisines). Il y a donc

= 41x2! = 48
I II
maniéres de faire asseoir 3 hommes et 2 femmes de sorte qutelesnes soient voisines.
e) Soustrayons le nombre de maniéres ou elles sont voisih@sé en d) du nombre de maniéres de
les faire asseoir calculé en a). Il y a donc
51— 4121=120-48=72

maniéeres de faire asseoir 3 hommes et 2 femmes de sorte duiefames ne soient jamais voisines.

Les solutions de I'exemple précédent sont plutdt élabof@els peut donner I'impression que la résolu-
tion de problémes de dénombrement est un tantinet labofigufait, ce qu’il faut réaliser, c’est qu'a la base,
c’est toujours le principe de multiplication qui est apply le calcul de permutations lui-méme a seulement
permis d'établir le nombre de possibilités pour la réaiisat’'une opération donnée.

L'exemple suivant est plus économe quant aux détails ddldi®o mais est suffisamment complet per-
mettant de détailler un raisonnement combinatoire carrect

Exemple 8.11

Avec les lettres du mot « TRIANGLE », combien de mots diffésade 8 lettres peut-on former
a) au total ?
b) siles voyelles doivent étre ensemble ?
c) siles voyelles doivent étre ensemble de méme que les cpnas@
d) siles lettres | et E ne doivent jamais étre voisines ?
e) silalettre A doit étre a la premiere ou a la troisieme pasitlans le mot ?
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Solution proposée Constatons d’abord que le mot « TRIANGLE » est composé ddti@setoutes diffé-
rentes dont 3 voyelles et 5 consonnes.

a)

b)

<)

d)

e)

Toute permutation de ces 8 lettres a la fois est une mashgfermer un mot de 8 lettres. Puisqu'’il
y a Ps permutations distinctes, il y a donc au total

Ps =38! =40 320

mots différents que I'on peut former.

D’'une part, considérons les 3 voyelles formant un prerbiec et, d'autre part, chacune des 5
consonnes comme autant de blocs. Pour former un mot de 8slelér sorte que les voyelles de-
meurent ensemble, nous ferons deux opérations : la premp@&mtion, permuter les 6 blocs, et la
seconde, pour chaque permutation des 6 blocs, permuteoyedles dans leur bloc. Alors, nous

avons au total
P | P3| = 6!x31 = 4320

I II

mot différents de 8 lettres dont les voyelles sont ensemble.

D’une part, considérons les 3 voyelles formant un prefliec et, d’autre part, les consonnes for-
mant un second bloc. Pour former un mot de 8 lettres de sogdeguvoyelles et les consonnes
demeurent ensemble, nous ferons trois opérations : la prerapération, permuter les 2 blocs, la
deuxiéme opération, pour chaque permutation des 2 bloos\uyper les voyelles dans leur bloc et
finalement, la troisiéeme opération, permuter les consodass leur bloc. Alors, nous avons au total

= 21x31x5! = 1140
I I I

mot différents de 8 lettres dont les voyelles et les consesort ensembles.
Du nombre total de mots que I'on peut former, soustrayons tes mots ayant les lettres | et E

voisines. Il a donc
Pg — = Pg — 7!x2! = 30240
I I

mots différents dont les lettres | et E ne sont pas voisines.

Notons qu'il y a autant de mots ou la lettre A occupe la péeeposition que de mots ou elle occupe
la troisieme.

Placons la lettre A a la premiére position, puis, toute péatmn des 7 autres lettres constitueront
autant de mots différents de 8 lettres. Il y a donc au total

Prx2=7!x2=10080

mots différents tels que la lettre A occupe la premiéere otolisiEme position.

Nous avons affirmer, a la page 311, que pour le cas du nombrerdaitations des 26 lettres de I'al-
phabet, on en dénombrait 403291461126 605 635 584 000 0@dtdEnce nombre correspond au nombre de
permutations de 26 objets distincts, 9&i = 26!.

> 1261'=26";

26!=403291461126605635584000000




8.5 Les permutations 315

La notation factorielle

Au cours des prochaines sections, nous serons amené digngas écritures mathématiques renfermant
des notations factorielles. Nous allons donc présenteuigiques éléments de calculs avec la notation facto-
rielle.

Donnons d’abord la définition récursive de la factoriellerdentier natureh > 1.

Définition 4 (Factorielle n) Soit ne IN* (un nombre naturel non nul). Factorielle n, notéeast définie
par

1'=1
nl=nx (n—1)!, n>1.

Par convention, ajoutons I'égalité
ol=1

Cette définition récursive de factorielgpermet de retrouver la multiplication de tous les nombrés-na
rels de 1 & qui a permis l'introduction de cette notation a la page 311 :

n =nx(n-—1)!
=nx(n—1)x (n—2)!
=nx(n—-1)x(n—-2) x (n—3)!
_ nx(N-1)x(nN—=2)x(n—3)x...x3x2x1
Exemple 8.12
Calculer 6!.
Solution proposée 6! = 6 x 5!
= 6x5x4!
= 6x5x4x%x3l
6x5x4x3x2!

6x5x4x3x2x1!
6x5x4x3x2x1
120

A l'avenir, la factorielle d’'un nombre sera donnée direat@tncomme le produit du nombre lui-méme
multiplié par tous ses prédécesseurs entiers sans appligoereusement la définition récursive. Par exemple

6l=6x5%x4x3x2x1

La définition récursive de la factorielle permet de dévetopa factorielle jusqu’a une factorielle désirée.
Par exemple, 8! peut étre développée jusqu'a’!.

8l =8x7x6xD5!
Similairementn! peut étre développée jusqua—r)!.

nN=nn-1)(nN-2)(n—3)...(n—r+1)(n—r)!
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Nous verrons un peu plus loin, en quoi la conventioa=t permet a certaines formules de dénombre-
ment d’étre valides lorsqu’elles font apparaitre la faelte de 0 : 0.

Le tableau ci-dessous, donnant la valeur des quinze presiiactorielles, donne une bonne idée de la
croissance dal, laquelle croissance semble plus rapide que toute autiesemce exponentielle.

n | n!

1 1

212

316

4 24

5 120

6 | 720

7 5040

8 | 40320

9 | 362880

10 | 3628880

11 | 39 916 800

12 | 479 001 600

13 | 6 227 020 800
14 | 87 178 291 200
15| 1 307 674 368 000

TAB. 4: Tableau des premieres factorielles

La définition récursive de la factorielle nous faciliteradahe dans la simplification des calculs.

Exemple 8.13

N 10! 9!+ 8! (n+1)!

Simplifier a)W b) 4.7 c) (n—2)
Solution proposée Inutile de développer chaque factorielle jusqu’a I'unié@pliquons plutdt la définition

récursive de la factorielle pour développer une fact@idbnnée jusqu’a une certaine factorielle permet-

tant de faire une simplification.

10! 10x9x8x7! 9!+ 8! (9x8x T+ (8x 7" (n+1)! (n+)n(n—1)(n—2)T

ATy 71 b7 T T Exm-@m 9oz 21
~ 10x9x8x 7! ~ 7'(9x8+8) =n’-n
7! 7'(8—-4)
— 720 — 20

C@T (B2 Exercices suggérés : 1410 alapage 318

L'extension MAPLE combinat

Terminons cette section en présentant I'extensiotPMe combinat. Cette extension propose plusieurs
macro-commandes propres a I'analyse combinatoire. Onteyuke 33 avec MPLE 11.
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> with(combinat); \

Warning, the protected name Chi has been redefined and unprotected

[Chi, bell, binomial, cart prod, characterchoosecompositioncon jpart decode partencode part
first part, graycodeinttovec last part, multinomial next part numbcommumbcompfibonacci
numb part numbpermpartition, permute powersetprev part randcombrand part rand perm
setpartitionstirlingl, stirling2, subsetsvectoint

/

A la place de la procédure maison Permutations donnée a éa3ddly nous aurions pu utiliser la macro-
commandeermute de cette extension.

> P:=permute([a,b,c,d]);

P : [[a7b7c7d]7[a7b7d7c]’[a7C7b7d]7[a7C7d7b]’[a7d7b7c]7[a7d7
[b,c.d,a],[b,d,a,c],[b,d,c,a],[c,a,b,d],[c [
[d,a,b,c],[d,a,c,b],[d,b,a,c],[d,b,c,al,[d,c,

Il faut travailler tout de méme un peu pour avoir une dispositdans I'affichage plus commode a lire (a
décoder).

ﬂn:=nops(op(1,P)): \

for t from 1 to nops(P) by (n-1)!
do

print(seq(P[k],k=t..t+(n-1)!-1))
od;

[a,b,c,d],[a,b,d,c],[a,c,b,d],[ac,d,b][ad,b,c,[ad,c,b
[b,a,c,d],[b,a,d,cl,[b,cad][b,cd,al,[b,d,ac][b,d,ca
[c,a,b,d],[c,a,d,b],[c,b,a,d],[c,b,d,a],[c,d,ab],[cd,b,a
[d,a,b,c],[d,a,c,b],[d,b,ac],[d,b,cal[d,c,abl[dcb,a /

N

Un aspect intéressant de cette macro-commande, c'estegp&it prendre en charge les éléments que
I'on désire permuter.

> P:=permute([1,2,3]);

P:=1[1,2,3],[1,3,2],[2,1,3],[2,3,1],[3,1,2],[3,2,1]]

La macro-commandeumbperm dénombre le nombre de permutations différentes des élérdera liste
donnée.

> numbperm([a,b,c,d]);

24

Lorsque I'argument de la macro-commama@bperm est un nombre naturel, le résultat est le nombre de
permutations d’objetdistincts correspondant a ce nombre naturel.

> numbperm(4) ;




318

8.6 Exercices série 8.2

Exercices série 8.2

1.

10.

Réduire chaque expression a une écriture sans notation

n! (n—1)! n' +(n+1)!
N D) (h 3 ) =it
Réduire chaque expression a une expression ;actoﬁieilﬁes
(n!)
a) (n+ 1)r'1! d) nn—1)(n—2)
py (N1 (n—r+1)!
(n+7) ®) (n=r+1L)(n—r)(n—r—-1)
c) (n—r+1)(n—r)!
Simplifier. ,
(n+5)! (n!)
D (nra) Y 2
(n+1)! (n=1)!—n!
b) — ®) -
0 (n—2)! n —(n—1)(n—1)!
(n—1)! (n—1)n' — (n—1)!
Montrer que
) (2012 2n
(2n-1!(2n+1)! 2n+1
(n+1)! (n=1)!
b) _(n—2)!_2
r(n—1)! (n-1t n
©) (n—r)! + (n—r—=1!" (n—r)!
Résoud|re pour czhgnque équation.
n! !
a) n_a = -2 c) n! :12\/2! - 20
b) nl = (n—2)! dnt-7+-=0

Une équipe de recherche veut étudier I'influence de loddr la prise de quatre médicaments sur I'ef-
ficacité d'un traitement constitué par ces quatre prodDiescombien de fagons possibles I'équipe de
recherche peut-elle planifier ce traitement ?

Quatre Américains, trois Francais et cing Italiens daiwasseoir sur un méme banc. Combien y a t-il
de dispositions si les gens d’une méme nationalité doivester ensemble ?

De combien de fagcons différentes un contremaitre passigner huit personnes a huit taches différentes
si I'une de ces personnes est incapable d’effectuer 'unaatre des deux premiéres taches ?

Douze personnes dont André doivent se mettre en file. Gamba-t-il de fagons de le faire

a) au total ?

b) si on veut qu’André occupe la position de téte ?

c) si on veut qu’André occupe la position de queue ?

d) sion veut qu’André occupe I'une des trois premieres st?

Les douze tomes d’'une encyclopédie sont rangés au tmgande étagére.
a) Combieny a-t-il de maniéres de ranger ces tomes ?
b) Parmices rangements, combieny en a-t-il ou les tomes $etrduvent cote a cdte (dans cet ordre) ?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Lesn tomes d’une encyclopédie sont disposés "au hasard" surtageéré.

a) De combien de facon peuvent étre rangésideses ?

b) Parmi ces rangements, combieny en a-t-il ou les tomes $&tr@duvent cote a cote ?

Trois paires de vrais jumeaux seront étudiés dans umdaiie de psychologie du réve. Ce laboratoire

dispose de trois chambres a deux lits et il a été entendu derpthaque paire de jumeaux dans une
méme chambre et de leur assigner a chacun un lit bien dé&rmin

De combien de maniéres peut-on s’y prendre ?

a) De combien de fagcons peut-on asseoir en rang troismgmeg trois filles ?

b) Méme question si les gar¢ons doivent rester ensemble 8lés aussi.

c) Méme question si seuls les gargons doivent rester ensembl

d) Méme question si deux personnes de méme sexe ne doiveaisjatre voisins.
e) Méme question si Pierre et Francine doivent étre voisins.

De combien de fagons dix personnes peuvent-elles serplac
a) enunerangée?
b) autour d’'une table ronde ?

On dispose de sept pots de peinture : blanc, noir, roageej bleu, vert et brun. On désire peinturer sept
cercles concentriques en utilisant toutes les couleurs.

De combien de manieres différentes peut-on le faire
a) sile noir et le blanc doivent étre codte a céte mais le namtpeant le plus grand cercle ?

b) sile noir et le blanc ne doivent jamais étre c6te a cote ?

Lors de la finale du 100m des mondiaux d’athlétisme huitears s’élancent. Trois de ces coureurs sont
ameéricains. Les trois premiers arrivés montent sur le podians leur ordre d’arrivée.

a) Combieny a-t-il de podiums possibles ?

b) Combieny a-t-il de podiums cent pour cent américains ?

¢) Combieny a-t-il de podiums comprenant au moins un ameérica

d) Combieny a-t-il de podiums comprenant exactement deéxriaains ?

On demande au célébre ténor napolitain Papa Rottiedfiréter huit compositions de son choix a une
certaine soirée bénéfice. Le ténor choisit d’interprétemxdeuvres d’Eduardo di Capua (1865-1917),
deux ceuvres d'Alfredo Catalani (1854-1893), deux ceuvredirderancesco Paolo Tosti (1846-1916) et
deux ceuvres de Luigi Denza (1846-1922).

De combien de maniéres différentes le ténor peut-il faingreatation s'il désire

a) commencer par une ceuvre de Tosti et finir avec une ceuvrepiaCa

b) chanter consécutivement les deux ceuvres de chaque cioenp@s

¢) que les quatre premiéres chansons soient de compogitéérsnts ?
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Permutations d’objets non tous distincts

Rappelons la définition d’'une permutation : une permutad®n objets pris a la fois est une disposition
ordonnée de casobijets.

Dans cette définition, il n’a jamais été question querlasbjets soient tous des objets distincts. Nous
pouvons trés bien étre intéressé a dénombrer le nombre pheifzions différentes (discernables)rdebjets
non tous distincts.

Par exemple, combien y a-t-il de permutations discernat#sdettres A, A, AetB?

> numbperm([A,A,A,B]);

Tandis que le nombre de permutations discernables de qigées distincts est donné pay = 4! = 24,
il n’y a que quatre permutations discernables des lettres, A, et B. En effet

> permute([A,A,A,B]);

[[A,A/A B, [AABA][ABAA][BAAA]

Qu’en est-il, par exemple, du nombre de mots différents tnredeut former avec toutes les lettres du
mot MISSISSIPPI ? Il y a autant de mots différents qu’il y a éenputations discernables des lettres du mot
MISSISSIPPI. Il nous faut donc mettre au point un raisonmgrmembinatoire pour dénombrer toutes les
permutations discernables.

Considérons de nouveau les lettres A, A, A et B. Distinguonmentanément les A entre eux par Al,
A2 et A3 et obtenons toutes les permutations différentesldaees” Al, A2, A3 et B.

//:7P:=permute([A1,A2,A3,B]): \\\

n:=nops(op(1,P)):

for t from 1 to nops(P) by (n-1)!
do
print(seq(P[k],k=t..t+(n-1)!-1))
od;

[AL,A2,A3,B],[A1,A2, B, A3, [Al,A3,A2, B], [AL,A3,B,A2], [AL, B,A2,A3],[Al, B, A3, A2]
[A2,A1,A3,B],[A2,Al, B,A3], [A2,A3,AL, B|, [A2,A3, B, Al], [A2, B,AL,A3], [A2, B, A3, Al]
[A3,A1,A2,B],[A3,Al, B, A2, [A3,A2, AL, B|, [A3,A2,B,Al], [A3,B,AL, A2, [A3,B, A2, Al]
[B,AL,A2,A3],[B,Al,A3,A2], [B,A2, A1, A3], [B,A2,A3,Al], [B,A3,AL A2, [B, A3, A2, Al]

\

Les permutations discernables se terminant par B

[A1,A2,A3,B|,[A2,A1,A3,B],[Al,A3,A2,B|,[A3,Al,A2,B],[A2,A3,Al, B], [A3,A2,Al, B
deviennent indiscernables si nous ne distinguons plugtes$ A entre-elles.
[A,A A B, [AAABI[AAAB]AAAB|AAABLAAAB]

Nous comptons alors 6 permutations indiscernables, soithebre de permutations des letties A, et Az.
Autrement dit, il y en a autant de permutations indisceremlk terminant par B qu'il y a de permutations
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des lettres A, soiP; = 6.

P, étant le nombre de permutations différentes de 4 objetmdist il suffit de diviser ce nombre par le
nombre de permutations des trois lettres A pour dénombreasrigbre de permutations discernables

Po_4t_24_,

P, 3 6

C’est tout a fait le méme raisonnement que I'on va appliquedténombrement du nombre de permuta-
tions discernables des lettres du mot ABBTTT.

Comme il y a 6 lettres dans ce mot, il y aurBitpermutations si ces 6 lettres étaient distinctes. Or, il
y a 2 lettres B et 3 lettres T. Alors, pour obtenir le nombre denutations discernables des lettres du mot
ABBTTT, divisonsPs par P, soit le nombre de permutations des deux lettres B, et digigmcore paPs,
soit le nombre de permutations des trois lettres T :
P
B Ps 6! 720

2 _ = = =60
P3 P2><P3 2! x 3! 2x6

Il'y a donc 60 permutations discernables des lettres du mMBEBTA T. Voyons voir avec MPLE.

> numbperm([A,B,B,T,T,T]);
60

MAPLE est aussi bon que nous!

Théoréme 2(Permutation de objets non tous distincts) e nombre de permutations discernables ¢e
n objets non tous distincts tels que

n; objets constituent un®igroupe d’objets identiques,
n objets constituent un®groupe d’objets identiques,
n3 objets constituent un®groupe d’objets identiques,

nk objets constituent urfgroupe d’'objets identiques,
noté par R, n,,....n,» €St

n!
B ny!-npl-ngl- ... ng

Pn;n17n27...7nk

' oum+n+n3+...+ng=n.

Exemple 8.14

Combien peut-on former de mots différents avec toutes teesedu mot « MISSISSAUGA »
a) au total ?
b) siles mots commencentavec S ?
c) siles S doivent étre ensemble ?
d) siles S doivent étre séparés?
e) sitoutes les consonnes doivent étre voisines de mémeugiaes les voyelles ?
f) sile mot commence avec une voyelle ?
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Solution proposée Constatons d’abord que le mot « MISSISSAUGA » est composéldettres dont 6
consonnes (1-M, 4-S, 1-G) et 5 voyelles (2-A, 2-1, 1-U).

a)

b)

d)

Toute permutation discernable de ces 11 lettres est udifférent. Il y donc

11!
Pi1;141221= T EH 415800
mots différents que I'on peut former.
> numbperm([M,I,S,S,I,S,S,A,U,G,A]);
415800

Pour que le mot commence avec un S, il suffit de prendre uruSdshuter le mot. Lui adjoindre
ensuite toute permutation discernable des 10 lettresmestdl y a donc

10!
Plo:13 1,221 = TBRBH 151200

mots différents que I'on peut former commencant avec lad&t

> numbperm([M,I,S,I,S,S,A,U,G,A]);

151200

I suffit de considérer les quatre S en tant que bloc formargeul objet. Ainsi, nous nous retrou-
vons a dénombrer les permutations discernables d’'une Heligée de 8 d’'objets encore non tous
distincts : 1-M, 1-G, 2-A, 2-I, 1-U et le bloc de S. Il y a donc

8l

Tz L0080

Pe112211=

mots différents que I'on peut former de telle maniére que&léemeurent ensemble.

> numbperm([M,G,A,A,I,I,U,SSSS]);

10080

Un mot dont les S sont séparés est un mot dans lequel onroawetaucun S voisin. Il faut donc
d’abord dénombrer le nombre de mots ou aucun S n’est imnegdett voisin d’'un autre S. Voici
un exemple d’'un tel mot :

MSIISASUGAS

Puis, il faut dénombrer, pour chaque tel mot, le nombre denptations discernables des lettres
autres que les S.

Le raisonnement combinatoire qui permet de dénombrer Iebn@ie tels mots vous sera présenté
seulement a la prochaine section. Il n’est pas question husrdpénumeérer toutes les mots possibles
pour ensuite les compter pour en dénombre le nombre. Pouoreemt, acceptons le fait qu'il y a
exactement 70 mots ou I'on retrouve aucun S voisin. En aaoépe nombre 70, il y a donc

71
| 70 | Prii221 | =70 ———=88200
: - 1111212111

mots différents que I'on peut former dans lesquels aucureSt voisin.
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> 70*numbperm([M,G,A,A,I,I,U]);

88200

e) Iy a que deux configurations ou les consonnes sont enssrainisi que les voyelles : c’est d’avoir
dans le mot les 6 consonnes d’abord suivi des 5 voyelles audd@oir les 5 voyelles suivi des 6
consonnes. Puis, pour chaque configuration, dénombreni@mode permutations discernables des
consonnes et des voyelles. Il y a donc

| Py | Pea1,1 Pspo1 =2 —— ———=1800
"M 12111
I I I 4111010 212111

mots différents que I'on peut former ou dans lesquels lesa@ones et les voyelles sont ensembles.

> 2!xnumbperm([S,S,S,S,G,M])*numbperm([A,A,I,I,U]);

1800

f) Puisque parmi les 11 lettres il y a 5 voyelles, %sdes mots calculés en a) sont donc des mots
commencgant par une voyelle. Il y a donc

% x 415800= 151200

mots commencant par une voyelle.

Dans un dictionnaire, on donne la définition suivante. Uregeaamme est le résultat de la permutation
des lettres d'un ou plusieurs mots de maniére a produirdr@amots qui ont un sens. Par exemples, niche
est une anagramme de chien et «révolution francaise» esinaggamme de «un véto corse la finira».

Par contre, en analyse combinatoire, nous entendons panmeadisposition ordonnée de lettres, que
cette disposition ait un sens ou non en francais ou en tout #arigue envisagée. Alors, une anagramme
sera un mot obtenu par la permutation des lettres, que le bteho ait un sens ou non. Ainsi, en analyse
combinatoire, nchie est une anagramme de chien.

Exemple 8.15

Dans combien d’anagrammes du mot MATHEUX est-ce que lesliesy@pparaissent dans 'ordre alpha-
bétique ?
Solution proposée Dans le mot MATHEUX il y a trois voyelles différentes et geeatonsonnes différentes.
Pour dénombrer le nombre d’anagrammes dans lesquellesleBas apparaissent en ordre alphabétique,
il suffit de traiter ces voyelles comme une méme lettre quépete trois fois mais différente, bien sir, des
autres lettres composant le mot MATHEUX. De cette maniénen@ comptera pas les permutations de
ces voyelles. Il y a donc
7!
3rirararal
anagrammes du mot MATHEUX dans lesquelles les voyellesragsent en ordre alphabétique.

Pr31111= — 840
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> numbperm([M,A,T,H,A,A,X]);

840

Exemple 8.16

On lance une piéce de monnaie 11 fois. Combien de maniéfésatifes peut-on obtenir 5 piles ?

Solution proposée Voici un exemple de résultat d’'une suite ordonnée de 11(fijeou face (F) ou nous
comptons 5 piles

PPPPPFFFFFF

Pour dénombrer le nombre de résultats dans lesquels on e@npiles, il suffit de dénombrer le nombre
de permutations discernablesde PPPPPFFFFFF. Ily adonc

11!
Pr1:56 = oGl 462

résultats dans lesquels apparaissent 5 piles.

Question: Dans le contexte de I'exemple précédent, est-ce que le rmdgbmanieres d’obtenir 6 faces
en langant 11 fois la piece de monnaie est également 462 ?

Nous pouvons généraliser la situation précédente.

Le nombre de permutations discernablesa@djets tels que
r objets constituent un premier groupe d’objets identiqaes e
n—r objets constituent un second groupe d'objets identiques

est donné par
n!
P = )t

eg (@2 Exercices suggérés : 14114 lapage 325
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Exercices série 8.3

A

10.

11.

Combien de nombres différents sont obtenus en permeohiffres du nombre 3557 735 ?
Combien de mots différents obtient-on en permutant ketedu mot VIVIFIANT ?

Combieny a-t-il de facons d’aligner trois signes plus ét5ix signes moins "—" ?

Si chaque enfant doit recevoir un seul album, de combienatééres peut-on distribuer a dix enfants
a) quatre exemplaires d'« Astérix le Gaulois » et six exeingdale « Tintin en Amérique » ?

b) quatre exemplaires d’« Astérix le Gaulois » et 7 exemetaite « Tintin en Amérique » ?

Sur une méme étagére, on retrouve trois exemplaires deedivaes différents. Combien y a-t-il de
facons de les placer sur cette étagére ?

Combien de nombres supérieurs & 1000000 mais infériel0® B00 peut-on former a l'aide des
chiffres du nombre 2 343203 ?

A partir des lettres du mot MISSISSIPPI, combien de mdfémdints de onze lettres peut-on former
a) siaucune restriction n'est posée ?

b) siles | doivent étre ensemble ?

c) siles | doivent étre ensemble et les S séparées ?

d) siles mots doivent débuter avec une consonne ?

Quel est le nombre de permutations des chiffres 1, 2, 3,857 dans lesquelles les chiffres impairs
demeurent en ordre croissant ?

A lafin de la premiére période, le pointage est
Canadien 4, Toronto 4
De combien de facons différentes ce pointage a la fin de laiprempériode aurait-il pu se faire ?
On lance une piéce de monnaie neuf fois. Combien de neardéférentes pouvons-nous
a) obtenir 4 piles?
b) ne pas obtenir 4 piles ?

Un jardinier japonais doit se déplacer de la pierre A a la 0000008
pierre B en se déplacant sur les pierres soit vers la droite 0000000
ou vers le haut sans jamais revenir sur ses pas. OO0 0
a) Combien de chemins lui sont possibles ? 8888888
b) Méme question mais le jardinier doit absolument
: passergur la pierre C? J Q000 0J
Q000000
QOCC0000
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Arrangements et combinaisons d’objects distincts

Les arrangements et des combinaisons sont deux autres métieodes de calcul que nous donne I'ana-
lyse combinatoire pour faire le calcul d’'un dénombrement.

Définition 5 (Arrangement) On appelle arrangement de r objets pris dans un ensemble dgetso
distincts toute disposition ordonnée de ces r objets.

Exemples 8.17

Le mot CRIS est un arrangement de 4 lettres pris parmi leg$ettu mot CARDIOS. Notez que toutes
les lettres de ce mot sont distinctes.

Dans un arrangement, il est possible de voir certains objetgépétés.

A partir des lettres du mot CARDIOS, les mots COCO et CRIS demi arrangements avec répétitions
de 4 lettres. Bien que les répétitions soient permises dans&ume mot, il peut ne pas en avoir dans le mot.

A partir des symboles 0 et 1, la séquence 1011001 est un armany avec répétitions de 7 symboles
composé avec les symboles 0 et 1.

ATaide du principe de multiplication, nous allons déduires formule générale permettant de dénombrer
le nombre total d’arrangements d®bjets dont les objets sont pris dans un ensembie @gets distincts.
Nous devons distinguer deux cas, selon qu’on admet ou nagpeditions mais, dans un cas comme dans
l'autre, un arrangement deobjets est réalisé enopérations.

eo2e 3 (r-1)° r°
Arrangements

Théoreme 3(Arrangements avec répétitiond)n arrangement avec répétitions de r objets dont Ii*s
objets sont pris dans un ensemble de n objets distincts &l&é&én r opérations :

1) Placer le premier objet.
2) Placer le deuxiéme objet.
3) Placer le troisieme objet.

r-1) Placer le (r-1fobjet.
r) Placer le Fobjet.

r facteurs

le 20 3¢ (-1 e

Il'y a donc i arrangements avec répétitions.
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Exemple 8.18

Trois jours de suite, M. Lévesque doit se rendre a la garer@entl peut s’y rendre de cing facons :
en métro, en auto, en autobus, en vélo ou en moto. De combitatdes différentes peut-il faire le trajet
pendant ces trois jours consécutifs ?

Solution proposée M. Lévesque peut trés bien se rendre a la gare Centraleleantile méme moyen de
transport ou un moyen différent de celui utilisé la veilles’agit donc d’un arrangement, avec répétitions,
de 3 moyens de transports parmiles 5. Il y a donc

53 =125

facons différentes de faire le trajet durant ces trois joorsécutifs.

Exemple 8.19

On lance une piece de monnaiéois de suite. Combien y a-t-il de résultats ?

nréesultats

B , . , /_/_\ . ~ . .
Solution proposée En envisageant un des résultats possiBIEEP...FFFP, il apparait clairement qu'il
s’agit d’'un arrangement avec répétitiongdettres dont les lettres sont sont pris dans I'enserfiBIE }.1I
y adonc

2n

résultats possibles.

Remarque: Une disposition ordonnée deobjets peut étre interprétée commendaples.

n étant un entier naturel, un n-uples (ou un n-uplets) es€aneération ordonnée aeélé-
ments. Unn-uples est notée pdki, X, ...,X,). En particulier, un 2-uples est un couple et un
3-uples est un triplet.

Exemple 8.20

Trois voyageurs arrivent dans une ville ou il y a quatre #t€hacun choisit un hétel au hasard. De
combien de facons ces personnes peuvent-elles se répartir ?
Solution proposée Une maniére de décrire le choix respectif de leur hétel d¥ ¥t Z peut étre formulée

par un triplet ordonnégX,Y, Z) = (Hy,H1,H>). Plus d'un voyageur peut se retrouver dans le méme hotel.
Il s’agit donc d’'un arrangement, avec répétitions, de 3lsa@teoisi parmiles 4. Il y a donc

42 =64

facons différentes de répartir ces trois voyageurs darwiate hétels.
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Théoreme 4(Arrangements simples)un arrangement simple (arrangement sans répétition) de-r ¢b
jets pris dans un ensemble de n objets distiicts n) est réalisé en r opérations :

1) Placer le premier objet.
2) Placer le deuxiéme objet.
3) Placer le troisieme objet.

r-1) Placer le (r-1fobjet.
r) Placer le Fobjet.

0 D2 et = ax e x (= 2) x o x (r-r2) x (n-rHD)

1o 2¢ 3¢ -1 o

Nous allons exprimer ce nombre d’'une maniéere plus commo@édé Ide la notation factorielle :

(n—rxn-r—1)x---x3x2x1  nl
N=r)x(n-=r—1)x---x3x2x1 (n—r)!

nin—1)(n—=2)...(n—r+2)(n—r+1)

Le nombre d’arrangements simples de r objets choisis dareiaamble de n objets distincts est ng|é
P". D'ou la formule

0<r<n

Exemple 8.21

Combien de nombres différents de 6 chiffres distincts peufiermer a partir des chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8et9?

Solution proposée Tout nombre de 6 chiffres sans répétition dont les chiff@st pris parmi les chiffres
proposés est clairement un arrangement simple de 6 objetdaurs un ensemble de 9 objets distincts. Il
y adonc

=60480

PO _ 9! :9><8><7><6><5><4><3!
6~ (9—s6)! 3

nombres différents de 6 chiffres distincts.

> numbperm(9,6) ;

60480

Exemple 8.22

Vingt-deux pilotes de voitures de course de Formule 1 orttqgiaé au Grand Prix du Canada au circuit
Gilles-Villeneuve en 2006. En supposant que chaque pilaé & possibilité de terminer a n'importe quel
rang, de combien de maniéeres le podium (positions 1, 2 etr3jtalpu se constituer ?
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Solution proposée Pour constituer un podium, il faut faire un arrangementgpse de 3 pilotes parmi 22.
Alors
22 220 22x21x20x 19!

P 22 3 - 101 =9240
Il'y a donc 9 240 podiums différents.

> numbperm(22,3);
9240

Exemple 8.23

Combien de mots de quatre lettres distinctes peut-on foanwew les lettres du mots « EQUATIONS » si
les deux premiéres lettres doivent étre des consonnesdetlesierniéres lettres des voyelles ?

Solution proposée La formation d’un tel mot est réalisée en deux opérationsassives :
I. Former un arrangement simple deux consonnes parmi {Q, B}N
II. Former un arrangement simple deux voyelles parmi {E, Ul,/0}

415! _4x30 5x4x3x2
:gX%= ;f/(XSX ;3x2/r:240
— 3 i

Il'y a donc 240 mots possibles dans les conditions énoncées.

> numbperm(4,2) *numbperm(5,2) ;
240

Exemple 8.24

Combien de nombres compris entre 2 000 et 5000 peut-on faweerles chiffres {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, si
chaque chiffre ne peut étre répété dans le nombre ?

Solution proposée La formation d’un tel nombre est réalisée en deux opératsnccessives :
I. Chaisir le premier chiffre parmi {2, 3, 4} (contrainte abé)
[I. Former un nombre de trois autrekiffres

:3X(6E!3)':3X6><5;4><2(Y:360

I I

Il'y a donc 360 nombres possibles dans les conditions énsncée
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> 3xnumbperm(6,3) ;
360

Dans I'exemple 8.19 a la page 328, a la place d’'un nombre deffdeshsans répétition, s'il avait été
question d’'un nombre de 12 chiffres sans répétition, latipres’aurait pas eu de sens. En effet, il aurait été
absurde d’avoir un arrangement sans répétition d’un nodiblgets pris dans un ensemble d’'objets distincts
qui en compte moins que le nombre qu’on devrait prendre.t@asrquoi, dans le cas de la form#g, la
valeur der ne peut étre supérieur a cellenle

Qu’en est-il de la formul®" our =n? C’est le cas s'il avait été question de dénombrer tous letnes
différents de 9 chiffres sans répétition. En appliquanblaiule des arrangements, nous obtenons

e] ]
9 _ _=
%‘(9—@! 0!

Quel sens a donner, dans ce cas, a 0! ? Il aurait été facilerderdéer le nombre de neuf chiffres sans
répétition sans envisager le modéle des arrangementséloiemLe nombre de 9 chiffres sans répétition
correspond au nombre de permutations de ces 9 chiffre}sei!.

9!
9 _ ' _ ol —
Ps = o= 9I=PR

Pour que le modéle du dénombrement des arrangerRBdismeure valide lorsque= n, nous devrions

avoir 0!= 1. C’est donc pourquoi au moment de définir la factorielle gage 315 il a été ajouté I'égalité

o1 %M

En conséquence, un arrangement sans répétitionatigets pris a la fois dans un ensemblerdebjets
distincts est une permutation de cesbjets.

Pl? = Pn
Exemple 8.25

Au début d’un match de baseball, le gérant d’'une équipe duoitttre a I'arbitre en chef la liste indiquant
I'ordre de ses neuf joueurs qui se présenteront au batqopgras). Combien y a-t-il d’ordres possibles ?

Solution proposée Un ordre des frappeurs est en fait un arrangement des reueais pris a la fois. C'est
aussi donc une permutation de ces neuf joueurs participamgach.

P§ =Py = 9!
Il'y a donc 362 880 listes de neuf joueurs qui peuvent étresesren début de match.

> numbperm(9,9) ;
362880

eg (B2 Exercices suggérés : 1a11alapage 331
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Exercices série 8.4

1. Donner la valeur de chacune des expressions suivantes.

a) PJ c) P2 e) PP
b) PS d) P f P
2. _Combien de nombres a trois chiffres peuvent étre formésta des chiffres 1, 2, 3, 4 et 5 si les répéti-
tions
a) ne sont pas permises ? b) sont permises ?
3. Combien de nombres peuvent étre formés a partir desehiffr2, 3 et 4 si les répétitions ne sont pas
permises ?

Remarque 32 et 321 sont des exemples de tels nombres.
4. Certaines plaques d'immatriculation commencent pas tedtres de I'alphabet, suivie de trois chiffres
(0,1, 2,...,9). Calculer combien de plagues d'immatrigatasont possibles si
a) le premier chiffre suivant la derniére lettre doit étriéédent de 0. item le premier chiffre suivant la
derniére lettre doit étre différent de O et si les trois sttsont différentes.

b) la premiere lettre ne peut pas étre la lettre O ni la lettse le premier chiffre suivant la derniere
lettre ne peut pas étre 0 et si il n'y a aucune répétition deekeet de chiffres.

5. Dans une classe, il y a 40 pupitres. Si 34 éléves vont fassle combien de maniéres différentes les
pupitres peuvent-ils étre occupés ?

6. Une certaine rangée sieges sera occupée en désignatehdssparmi un groupe de dix éléves.

a) De combien de maniéres différentes les siéges peuwsiird occupés ?
i) silarangée comporte dix sieges ?
i) silarangée comporte six sieges ?
iii) silarangée comporte sept sieges ?

b) Sachantqgu’ily a cing garcons et cing filles dans le grotpee garcons et filles doivent étre alternés,
calculer le nombre de manieres différentes que les siégeepeétre occupés dans ces conditions

i) silarangée comporte dix sieges ?
i) silarangée comporte six sieges ?
ii) silarangée comporte sept sieges ?

c) Sachant qu'il y a six garcons et quatre filles dans le graipgue garcons et filles doivent étre
alternés, calculer le nombre de maniéres différentes cusidgies peuvent étre occupés dans ces
conditions

i) silarangée comporte dix sieges ?
i) silarangée comporte six sieges ?
iii) silarangée comporte sept sieges ?
7. Une épreuve comporte dix questions vrai ou faux. Si on négabstenir de répondre a une question,
a) combien il y a de choix de réponses a cette épreuve ?
b) combien peut-il y avoir d’épreuves complétées difféesrmt
c) combien de maniéres différentes peut-on s’y prendre gompléter cette épreuve ?

8. Une épreuve comporte six questions a choix multiples guailcing choix par question. Combien de
maniéres différentes peut-on s’y prendre pour complétée épreuve ?

Remarque On ne peut s’abstenir de répondre a une question.

9. Un employé se rappelle que 2, 4, 5 et 9 sont les quatresahidfun code déverrouillant la serrure lui
donnant accés a une certaine piéce du bureau. Lemployéeeoralisement oublié I'ordre des chiffres.
Calculer le nombre maximum d’essais qu'il s’expose a famerpbtenir le bon code.
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10.

11.

En se référant a I'exercice précédent, considéronstemaint que dans le code a quatre chiffres, il y a
un chiffre que se répéte. Si I'employé se rappelle les @sfft, 4 et 5 mais qu'il a oublié lequel de ces
chiffres se répeéte, calculer, dans ces conditions, le nemiaximum d’essais qu’il s'expose a faire pour

obtenir le bon code.
Un palindrome est un entier, tel 45654, que I'on peudirssi bien depuis la gauche que depuis la droite.

a) Combien de palindromes a cinq chiffres ou moins exis2e-il
b) Combien de palindromesechiffres existe-il ?
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8.10.1f Combinaisons

Lorsqu’il s'agit d’'un arrangement avec ou sans répétitimire intérét est porté vers un ensemble dont la
régle de formation des éléments impose un ordre d’agendeRarexemple, considérons I'ensemble suivant
{A, B, C, D}. Avec les éléments choisis A, B et C, I'arrangen&BC est différent de I'arrangement ACB.

ABC # ACB ( context des arrangements)

En quelque sorte, un arrangement est décrit paruplets pour lequel nous omettons, par concision, les
virgules et les parentheses.

Ily a au totalA? = 24 arrangements sans répétition de 3 objets pris dans fidrisdA, B, C, D}.
A l'aide des macro-commandehoose et permute de I'extensioncombinat, la procédure suivante

produit un affichage des arrangements plus intéressantripate propos que celle produite par la macro-
commandgermute elle-méme.

//;7Arrangements:=proc(L::1ist,r::nonnegint) \\\
local i,Liste,n,P;
n:=nops(L);

if n<>nops(convert(L,set)) then error" Les éléments de votre)
liste ne sont pas tous distincts." fi;

if r=0 then return lprint([]) fi;

if r>n then error"La valeur de r est supérieure au nombre)
d’éléments de votre liste."fi;

P:=combinat [choose] (L,r);

Liste:=seq(seq(cat (op(op(i,combinat [permute] (op(j,P))))),i=1..r!),\

j=1..n'/(n-r)!/r!);

for i from 1 by r! to nops([Liste]) do

lprint(Listel[i..i+r!-1])

od

\\\7end: ///

Avec la procédure «Arrangements», listons maintenanttasgements simples de 3 objets pris dans un
ensemble de 4 objets différents.

> Arrangements([A,B,C,D],3);

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA
ABD, ADB, BAD, BDA, DAB, DBA
ACD, ADC, CAD, CDA, DAC, DCA
BCD, BDC, CBD, CDB, DBC, DCB

Chagque ligne précédente montre les arrangements de tjets oboisis. Par exemple, a la premiere ligne,
les éléments A, B et C ont été choisis et nous y voyons les dhade les permuter.

FIG. 6: Arrangements

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA
ABD, ADB, BAD, BDA, DAB, DBA

ACD, ADC, CAD, CDA, DAC, DCA
BCD, BDC, CBD, CDB, DBC, DCB

I W Wt Wt
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Dans le cas ou il est question de seulement choisir 3 éléradateis dans I'ensemble {A, B, C, D} sans
gu'il soit important de les agencer (permuter), nous pariens ce cas de combinaisons de trois éléments.

ABC = ACB =BAC =BCA=CAB =CBA ( context des combinaisons)

Chaque membre de ces égalités expriment le méme choix desrégA, B et C.

Définition 6 (Combinaison) On appelle combinaison de r objets pris dans un ensemble dgetso
distincts toute disposition non ordonnée de ces r objets.

L'expression « disposition non ordonnée » est une expnesgiasacrée par I'usage. Cette expression
exprime que tout agencement de cedbjets est sans importance dans le calcul du dénombremainéa f

Tout comme avec les arrangements, les combinaisons pettvesimples ou avec répétitions.

La figure 6 de la page 333 nous présente les 24 arrangementssdettres pris dans I'ensemble {A, B,
C, D}. La premiere ligne montre les 6 agencements des leftr8set C :

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA

et lorsque I'on ne tient pas compte des agencements, cefsspond a une méme combinaison de ces trois
lettres :

{AB,C} = {A,C,B}= {B,A,C}={B,C,A}={C,A B}=(C,B,A}

C’est le cas aussi des trois autres lignes de ce tableau. idneode combinaisons simples de trois
éléments parmi les éléments de I'ensemble {A, B, C, D} estcddonné par le nombre de lignes dans la
figure 6 de la page 333. Nous voyons donc qu'il y a en tout quragi@éres différentes de « combiner » trois
éléments de I'ensemble {A, B, C, D}. Choisissons la prem@enne pour les identifier :

{A,B,C}, {A,B,D}, {A,C,D}, {B,C,D}

Remarque: Avec la notation ensembliste, il est habituel d'utilis@sdaccolades et la virgule comme sé-
parateur dans I'énumération des objets composant un efeseftiln d'alléger cette notation
mathématique dans le contexte des combinaisons, certaisra suppriment la virgule sépa-
rant les objets et noteraient donc les représentants ticbaume suit :

{ABC}, {ABD}, {ACD}, {BCD}

Cette facon de faire porte un peu a confusion : en fait, I'eride {ABC} contient un seul
élément noté ABC. Afin d’'éviter toute confusion, nous allonger les représentants ainsi :

[ABC|,[ABD|,[ACD|, [BCD|

Les développements précédents nous montre la stratégdiequs faut alors déployer pour calculer le
nombre de combinaisons :

1. calculer d’abord le nombre d’arrangements de 3 lettremidas lettres de 'ensemble {A, B, C, D};
2. diviser le résultat précédant par le nombre de permuimties 3 lettres.

A @y 4
P, 3 (4—3y3l

4

L
Notons le calcul deia—3 =3 parC;.
q,%, 41
31 (4-3)13!

Voici une procédure permettant de lister a notre convenl@sogombinaisons deobjets d’'un ensemble
den objets différents.
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//; Combinaisons:=proc(L::1list,r::nonnegint) ‘\\
local critére,i,n,PP;
n:=nops (L) ;

if n<>nops(convert(L,set)) then error"Les é&léments de votre\
liste ne sont pas tous distincts." fi;
if r=0 then return lprint() fi;
if r>n then error"La valeur de r est supérieure au nombre)
d’éléments de la liste." fi;
lprint(seq(cat(op(op(i,combinat[choose] (L,r)))),i=1..n!/(n-xr)!/r!));
end:

\ /

Avec cette procédure, listons maintenant les combinaisen3 objets pris dans un ensemble de 4 objets
différents.

> Combinaisons([A,B,C,D],3);
{ABC}, {ABD}, {ACD}, {BCD}

Le théoreme suivant nous donne la stratégie de calcul paerrdiaer le nombre de combinaisons sans
répétition de éléments pris dans un ensemblexddéments distincts.

Théoreme 5(Combinaisons simples).e nombre de combinaison simples (sans répétition) de t®b =
pris dans un ensemble de n objets distincts est ngié €st donné par la formule

n!
n__
@ oo 0=r=n

Exemple 8.26

A un examen final, on demande aux éléves de répondre a seulémeestions de leur choix sur les 10
gue comportent le questionnaire. L'éléve devra clairermatiguer les 6 questions choisies. Combien y a-t-il
de choix différents de questions ?

Solution proposée Un choix de 6 questions est clairement une combinaisonlsidg6 questions parmi les
10. Alors

10 _ 10! _10><§><8><7><6!
o = 10616~ AxBx2xE

Il'y a donc 210 possibilités de choix de 6 questions.

> numbcomb (10,6) ;
210

Exemple 8.27

Un exemple typique de dénombrement par les combinaisorsesest le calcul du nombre de billets
différents a la loterie «6/49».
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Solution proposée Un billet est constitué par une combinaison simple de 6 maggarmi les numéros de
'ensemble {1, 2, 3,...,48,49}. Alors

3
o9 _ 49! _ 49 48x 47 x 46x 45 x 44 x 48!
6~ (49-6)!6! 4B x px BxAxBx?

Iy a donc 13983816 billets différents.

=49x 47 x 46x 3 x 44

> numbcomb (49,6) ;
13983816

Exemple 8.28

Le jeu de Poker consiste a distribuer a chaque joueur 5 dditiegeu ordinaire de 52 cartes. Une main
est un terme des jeux de cartes. Cette expression exprinoalbra de cartes regues par chaque joueur.

Combien il y a de mains différentes au jeu de Poker ?

Solution proposée Une main est une combinaison simple de 5 cartes parmi leari@sad’un jeu ordinaire.

Alors
10 2
52! _ 52x 51x 50 x49x 48 x4

(52—5)!5! AN xBxAxBx?

Il'y a donc 2598960 mains différents au jeu de Poker.

c2= =52x51x10x 49x 2

> numbcomb(52,5) ;
2598960

En analyse combinatoire, nous rencontrons souvent la fatioo «<nombre de maniéres de choisob-
jets dans un ensemble donné» au lieu du «xnombre de combisaisoples de objets d’'un ensemble donné
d’'objets distincts». Ainsi, a I'exemple de la loterie «64 8 formulation de la solution proposée aurait pu
débutée en ces termesin billet correspond a choisir 6 numéros parmi les £Bailleurs, la lettre C dans
la notationCy" servant a exprimer le nombre dembinaisonsder objets pris dans un ensemblemebjets
distincts peut servir également a exprimer le nombre de énesidechoisir r objets dans un ensemble de
objets distincts.

Exemple 8.29

Nous avons a former un comité de lecture d’'un prix littérate comité sera formé de 4 personnes
choisies parmi 9 candidats possibles. Combien de comiti@setits peut-on former ?
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Solution proposée Il y a autant de tels comités différents qu'il y de maniéresHoisir 4 personnes parmi
les neufs candidats. Alors

o 9! :§x8x7x6x5
(9-4)141  5BixAxEx?

Il'y a donc 126 différents comités de lecture possibles.

=3x7x6

> numbcomb(9,4) ;
126

Exemple 8.30

Combien de comités différents comprenant 1 professeur lév8£peut-on former avec 3 professeurs et
5 éleves?

Remarque: Tous les membres du comité ont des roles identiques.

Solution proposée La formation d’un tel comité est réalisée en deux opératiime opération pour choisir
un professeur et une autre opération pour choisir troiseéléReste a appliquer le principe de multiplica-
tion pour calculer le nombre de tels comités.

o] =cxci=30
I 1T

Il'y a donc 30 comités différents composés d’un professede ¢tois éléves.

> numbcomb (3, 1) *numbcomb (5, 3) ;
30

Exemple 8.31

D’un groupe de 4 anglophones et de 9 francophones, on veutfarn comité de 6 personnes (qui ont
tous des réles identiques). De combien de facons diffésgaget-on les former

a) au total ?

b) si 2 francophones doivent en faire partie ?

¢) si au moins un anglophone doit en faire partie ?
Solution proposée

a) Il'y a autant de comités que I'on peut former qu’il y a de réees de choisir 6 personnes dans ce
groupe. Il y a donc au total

CY3=1716 comités

b) Pour s'assurer qu'il y ait 2 francophones, formons lesit&sren deux opérations.
I. choisir deux francophones parmi les neuf; (contraintegel
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II. choisir 4 anglophones parmi les 4.
9

G =C) xC, =36 comités
I 1II

Il'y a donc 36 comités formés de deux francos et de quatre anglo
¢) Sur la base du raisonnement proposé a la partie b), nousgmicalculer le nombre de comités
comportant 1, 2 3 et 4 anglos et en faire I'addition. Cela ndwusnerait, bien sdr, le nombre de
comités comportant au moins un anglo. Mais, indirectenttérminons ce nombre de comités plus
rapidement en soustrayant du nombre total de comités éadalpartie a), le nombre de comités ne
comportant aucun anglos, c’est-a-dire le nombre de comé&®mportant que des francos.
C¥-C=1632

Il'y a donc 1632 comités que I'on peut formés de sorte qu'iltyaai moins un anglophone qui en
fait partie.

Lorsqu'il s’agit de calculer le nombre d’arrangements dasp)", il peut étre avantageux de décomposer
ce calcul en considérant les deux opérations suivantes :

I. d’abord calculer le nombre de maniére de chaigibjets dans cet ensemble;;
II. pour chaque choix deobijets, considérer leurs permutations

—Cxr= P

I II

En fait, ces deux opérations nous permettent de considéabaurs les développements qui nous ont
amené a la formul€.

n!
(n—r)!
n!
~ (n=n)tr! '
=C'r!

L PM=CPr!

M —

Bien que la notion d’arrangements simples nous a fait congjveecelle des combinaisons simples, nous
pouvons treés bien laisser de coté la formule des arrangsrsiemples?" dans les calculs des dénombrements
et procéder directement avec la formule équival@itel. Nous appellerons cette formule de dénombrement
stratégie €hoisir et permuter».

Exemple 8.32

Avec les cing couleurs suivantes : o
jaune, vert, bleu, rouge et noir,

combien de messages différents est-il possible d’envoyer
telle que le montre lillustration ci-contre en utilisant 3

couleurs différentes si chaque message doit étre lu du
haut du mat a la poupe ? 7
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Solution proposée Puisque la lecture est faite du haut du mat a la poupe, uregtage est donc une disposi-
tion ordonnée de trois couleurs. Alors, la composition dhessage a envoyer est faite en deux opérations::

I. choisir 3 couleurs parmiles 5 couleurs (distinctes) ;
Il. pour chaque choix de 3 couleurs, considérez leurs pextious.

[ci] 3] =cix31=60

I I

Il'y a donc 60 messages que I'on peut envoyés dans les camlgEcifiées.

La solution précédente aurait pu étre développée, bieragéc, la stratégie des arrangements au lieu de
la stratégieChoisir et permuter. Les prochains exemples illustreront mieux la pertinenedadstratégie
« Choisir et permuter ».

Exemple 8.33

Avec les lettres du mot «BRANCHIES», combien peut-on forahemots différents de 5 lettres sans
répétition de lettres dans le mot

a) au total ?
b) contenant 3 consonnes et 2 voyelles ?

c) contenant 3 consonnes et 2 voyelles se terminant avec tindocentenant pas la
lettre E?

Solution proposée Le mot «BRANCHIES» est composé de 9 lettres distinctesrti&seen 6 consonnes et
3 voyelles.

a) La composition d’'un mot de 5 lettres est faite en deux djpérs.:

I. choisir 5 lettres parmi les 9 lettres (distinctes) ;
Il. pour chaque choix de 5 lettres, considérer leurs pertioms.

=} x51=15120

I I

Il'y a donc au total 15120 mots que I'on peut formés dans leditions données.
b) La composition d’'un mot de 5 lettres contenant 3 consoah2woyelles est faite en 3 opérations :

I. choisir 3 consonnes parmiles 6;
Il. choisir 2 voyelles parmiles 3;
Ill. pour chaque tel groupe de 5 lettres, considérer leunmptations.

c? = C*xC x51=7200

I I III

Il'y a donc 7200 mots de 5 lettres contenant 3 consonnes etellesy
¢) La formation d’'un mot de 5 lettres contenant 3 consonn2s/eyelles se terminant avec un R et ne
contenant pas la lettre E est faite en 4 opérations :
I. placer la lettre R a fin du mot (contrainte oblige);
Il. choisir 2 consonnes parmiles 5 autres;
lll. choisir 2 voyelles parmiles 2;
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IV. considérer les permutations des 4 premiéres lettres.

L] 4] =1xCxClx41=240
I I 1 Iv

Il'y a donc 240 mots de 5 lettres contenant 3 consonnes et Aesge terminant avec un R et ne
contenant pas la lettre E.

Exemple 8.34

A partir d’un jeu ordinaire de 52 cartes, nous composons uaie be 3 cartes. Combien pouvons com-
poser de mains différentes ayant

a) 3as? d) 3 cartes d’'une méme couleur? 4 couleurs
b) 3 piques? €) une paire? ‘& A
c) untriplet? f) 3 couleurs différentes ? J3(A[e o o o
. Rl e e o o
Solution proposée d Dlie o o o
Pour étre en mesure de bien saisir les différents raisonmisrgai vous i Vie o o o
seront proposeés, il est opportun de visualiser le jeu desded que 0 [10] ¢ o o o
montré dans la figure ci-contre. La figure présente les 52gsargani- m | o9
sés selon les 13 dénominations et selon les 4 couleurs. ilgl*
a) Unmain de 3 cartes ayant 3 As est composée en une seulé@péra Z 7 : : : :
choisir 3 cartes parmi les 4 As. En effet, toute combinaiser8d P 6
cartes parmi les 4 As composera une main de 3 As : i i : : : :
o
4 _ n 3| @ ) ° °
C/3 4 Ky 21 @ ° ° °

Nous pouvons donc composer 4 mains de 3 cartes ayant 3 As.

b) Une main de 3 cartes ayant 3 piques est composée en uneopéudtion : choisir 3 dénominations
parmi les piques. En effet, toute combinaison de 3 cartasigas 13 piques composera une main de
3 piques :
ci®=286

Nous pouvons donc composer 286 mains de 3 cartes ayant 3pique

¢) Une main de 3 cartes formant un triplet est composée enajgtnations :
. choisir la dénomination du tripletC}3;
Il choisir 3 cartes parmi les couleur€}.
Nous pouvons donc composef’ X C§ = 13x 4 =152 mains de 3 cartes formant un triplet.
d) Une main ayant 3 cartes d'une méme couleur est composémigrogérations :
. choisir la couleur des 3 carte€};
Il choisir 3 cartes parmi les 13 dénominations de la coutboisie :C33.
Nous pouvons donc composgf x C32 = 1144 mains de 3 cartes de la méme couleur.
e) Une main de 3 cartes ayant une paire est composée en téoiiops :
. choisir la dénomination de la pair€13;
II. choisir 2 couleurs pour la pairei:g;
Ill. choisir une carte parmiles 48 autre@f.8 (il faut s’assurer de ne pas former de triplet).
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Nous pouvons donc composg}® x C3 x C#8 = 3744 mains de 3 cartes ayant une paire.
f) Une main ayant 3 couleurs différentes est composée en quatre opérations :
. choisir trois couleurs parmi les 423 ;
Il. choisir une dénomination pour une premiere coulefl{r%;
1. choisir une dénomination pour une deuxiéme couleTy>;
IV. choisir une dénomination pour la troisiéme couleGy3;
Nous pouvons donc composg x C¥x C13 x C1* = 8 788 mains de 3 cartes de couleurs différentes.

L'exemple suivant est particulierement intéressant. Cet exemple montre qu'il faut parfois étre astucieux
pour faire un calcul de dénombrement. L'astuce suivant est celui qu'il faut utilisé pour déterminer le nombre
de maniéres de dénombrer les permutations des lettres du mot MISSISSAUGA ou les S sont séparés (voir
page 322).

Exemple 8.35

De combiende maniéredifférentespeut-ondisposeren ligne 4 hommeset 3 femmessi les 3 femmes
doiventétreséparée®

Solutionproposée Les 3 femmessont séparées’il n'y en a aucunequi soit immédiatementoisine.
Chaque femme doit donc étre séparée par au moins un homme.

Utilisons alors tous les hommes comme d’éventuels éléments «séparateurs». Considérons le schéma sui-
vant :

€1 [S5) €3 €4 €5

Pour réaliser une disposition ou les femmes sont séparées, il suffit de choisir 3 emplacements parmi les
emplacement$e;, e, €3, €4, 65} pour placer les femmes afin d'étre assurer qu’elles soient séparées par au
moins un homme. Par exemple, si nous choisissons les emplacements suivasiet e

v H H, , H , H

€1 (59 €3 €4 €5

et que nous y placions trois femmes comme suit,
€1 [S5) €3 €4 €5

ce qui correspond a la la disposition ordonnée ci-dessous ou les femmes sont séparées.
FiH1HoFH3F3H,
Alors, un alignement d’hommes et de femmes oul les femmes sont séparées est faite en trois opérations :
I. choisir trois emplacements parmi les emplaceméatse,, e3, €4, 65} pour les femmescg’ ;
II. permuter les hommes entre eux : 4!;
lll. permuter les femmes entre elles : 3!;

Nous pouvons donc réaliser
C3 x 4! x 31 = 1440

alignements ou les femmes sont séparées.

A la page 322, nous avons affirmé qu'il y avait 70 dispositions des lettres du mot MISSISSAUGA oul les
« S » sont séparées. Ce nombre est-il exact ? Justifiez.
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8.10.2| Propriété de symétrie des combinaisons simples

En choisissant objets dans un ensemble qui en contiedistincts, il y a automatiquemefri—r) objets
qui ne sont pas choisis. Ainsi, pour tout choix debjets, nous pouvons lui associer un choix(de-r)
objets. Il y a donc autant de maniéres de chaisibjets qu'il y a de maniéres d’en choisir—r dans un
ensemble en contenamt

c'=Cl,, 0<r<n

Cette propriété de symétrie s’appelle également propdiétgomplément @& des combinaisons simples
carr+(n—r)=n.

Exemple 8.36

Trouvern siCy = Cg.

Solution proposée En vertu de la propriété de symétrie des combinaisons ffit sle considérer 5 et 8
comme complémentaires a leur somme&= 13 d’otin = 13. (On a bien 'égalit€l® = C23)

Exemple 8.37

Trouvern si G2t = C2L,.

Solution proposée Il suffit de considérer etr +3 comme complémentaires & leur somme (r + 3) =
2r + 3 et de résoudre ensuite, payrl'égalité & + 3 = 21. Ce qui donne = 9. (On a bien I'égalité

G5 =cih)

e@, (@~ Exercices suggérés : 1234 alapage 343
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Exercices série 8.5

1. Donner la valeur de chacune des expressions suivantes.

a) C} c) C e) Gy
b) C? d) ¢ f) C§
n
2. Simplifierc':‘fl.

4
3. Résoudre poutles équations suivantes.

a)C; =G b) Cit=Cit,
4. De combien de fagons peut-on composer une équipe de 5npessa partir d’'un groupe de 22 per-
sonnes?

5. Unexamen comportant dix questions a la consigne suiviigtéve doit répondre a six questions de son
choix. Combien de maniéres différentes

a) un éleve pourrait-il respecter la consigne de cet examen ?
b) un groupe de 33 éléves peuvent-ils respecter cette cm3ig

6. En se référant a I'exercice précédent, si la consigneletitga suivante : I'éléve doit répondre a au
moins six questions de son choix. Combien de fagons

a) un éleve a-t-il de compléter cet examen ?
b) un éléve a-t-il de compléter cet examen si les deux premguestions sont imposées ?
7. Combien de sous-ensembles 3 éléments posséde I'ensfarhle, 2,c,3,d,4} ?

8. Le bridge est un jeu de cartes dérivé du whist, utilisamie®les cartes d’un jeu ordinaire de cinquante-
deux cartes et opposant deux équipes de deux joueurs. Claague recoit treize cartes. Combien y
a-t-il de mains différentes au bridge ?

9. On trace six points sur la circonférence d’'un cercle. Gemble sécantes au cercle peut-on tracer si
chaque sécante doit passer par deux de ces points ?

10. Un dessin géométrique est obtenu en joignant chaquegmsommets
d’un ennéagone régulier (voir la figure ci-contre).

a) Combien de diagonales un tel polygone a-t-il ?

b) Combien de triangles sur ce dessin ont leurs trois sonmsueten-
néagone ?

c) Combien de quadrilatéres sur ce dessin ont leurs quatnensts
sur 'ennéagone ?

11. Considérons huit points quelconques d’un plan de telte gjue trois de ces points ne sont jamais coli-
néaires.

a) Combien de droites ces points déterminent-ils ?
b) Combien de triangles ces points déterminent-ils ?
12. Un contremaitre a sous sa responsabilité douze ouvriers

a) Pour toute la semaine prochaine, le contremaitre dagresscertains de ses ouvriers a quatres
postes différents. De combien de fagons peut-il le fairehaiqcie ouvrier peut occuper n'importe
quel poste ?

b) Le contremaitre doit malheureusement mettre-a-pieehteage prochaine quatre de ses ouvriers. De
combien de fagons peut-il le faire s'il procéde par tiragsan ?

13. Combien de mots de trois lettres différentes peut-améom partir des lettres du mot MATRICES.

14. A l'ouverture de la clinique, cing personnes entrentsdarsalle d’attente ou il y a dix siéges libres. De
combien de maniéres peuvent-elles s’asseoir ?

15. A l'ouverture de la clinique, dix personnes entrent darsalle d’attente ol il y a cing siéges libres.
a) De combien de maniéres ces siéges peuvent-ils étre toupéx?
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

b) De combien de maniéres ces siéges peuvent-ils étre toupé&s si deux des dix personnes sont des
personnes trés agées qui ne peuvent absolument pas rdxiat ?le

Un examen final est composé de trois sections de cingigngshacune. Si I'éléve doit répondre a deux
guestions par section, combien cet éléve a-t-il de chofémdints possibles ?

De combien de maniéeres quatres amis peuvent-ils stiagcdouze activités différentes s’il est entendu
que chaque personne doit s'inscrire a exactement troiatasti

a) et si aucun d’entre eux ne se retrouvent dans une mémééetiv

b) ets'il est possible qu'il se retrouve dans une méme aétwi

Un étudiant posséde cinq livres de mathématiques,a@liats d’histoire et huit livres de littérature. De
combien de maniéres différentes ces livres peuvent-gsratrgés

a) surune méme étageére s'il sont rangés au hasard ?
b) surune méme étagere si les livres traitant de la mémenmatdt placés les uns a cété des autres ?

c) sur une méme étageére si les livres traitant de la méme naatidt placés les uns a cété des autres
mais ceux traitant des mathématiques sont placés a droite ?

d) surdeux étagéres aprées que I'étudiant ait choisi detedisle chaque matiere et qu'il place les livres
traitant de la méme matiere les uns a c6té des autres ?

Dans un groupe de douze étudiants qui se retrouvent aacisalet, trois d’entre eux seront désignés
pour faire la cuisine et quatre pour laver la vaisselle etleq autres feront le ménage au moment du
départ. De combien de fagons peut-on composer ces "troipesjisi trois des étudiants ne savent pas
cuisiner ?

Combien peut-on former d’équipes différentes de sixiesichoisis parmi quatre officiers et six soldats
si dans chaque équipe, il doit y avoir

a) un officier?

b) aucun officier?

c) au moins un officier ?

De combien de facons différentes peut-on former un @diitn homme et d’une femme choisis parmi

douze couples si les deux membres du comité ne peuvent proveméme couple ?

On évalue a quarante-cing, le nombre de poignées de daiaggées a une réunion. Si tous les partici-

pants a cette réunion se sont donné la main, trouver le nodelparticipants.

La capacité d'un autobus est de trente-deux passaygra dans cet autobus douze siéges qui sont

prés des fenétres. De combien de fagons dix passagers pélg\v@asseoir si trois d’entre eux désirent

absolument s’asseoir pres d'une fenétre et si deux aufieserg catégoriquement de s’asseoir prés d’'une

fenétre ?

De combien de maniéres peut-on transporter seize persan utilisant deux véhicules si le nombre

maximum de passagers pouvant prendre place dans le preshi fuit et dans le second, le nombre

maximum est de dix passagers ? (On ne tiendra pas compteldedsggcupée a I'intérieur des véhicules

par chacun des passagers.)

De combien de maniéres peut-on occuper huit personras@atches s'il faut au moins trois personnes

par tache ?

Combien de mots différents des deux consonnes et de dgekes peut-on former avec les lettres du

mot FORMATION.

Un nouveau gouvernement est élu. Excluant le premiestrenil y soixante-dix autres députés. Ce gou-

vernement aura vingt-cing ministres choisis parmi lesauti®-dix autres députés. Combien de conseils

de ministres différents peuvent étre formés

a) siles ministres sont choisis au hasard par le premiestra®?

b) sidix députés élus étaient assurés avant le début demaked’étre ministres ?

c) sices mémes députés étaient assurés avant le débutcteméldu ministére qu'il occupera s'il était
élu?

A partir de douze couples mariés, on forme un comité deesisonnes (qui ont tous des réles identiques).

De combien de maniéres différentes peut-on le former sitlydavoir

a) trois couples mariés sur le comité ?

b) des personnes de couples différents sur le comité ?
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

¢) deux couples mariés seulement sur le comité ?

Charlie Brown doit a nouveau former son club de baselmait o nouvelle saison. Il lui reste quatre
postes a combler : le premier but, le deuxiéme but, le tnoigibut et I'arrét-court. Il doit choisir parmi
les sept candidats suivants : Linus, Lucy, Patty, Violehe8man, Schroeder et non le moindre Snoopy.

a) De combien de facons différentes peut-il le faire ?

b) De combien de facons différentes peut-il le faire, s'ildwat jamais faire jouer Linus et Lucy en
méme temps ?

Un chanteur prépare un tour de chant. Ce chanteur possé@pertoire de 15 chansons qu’il compte
interpréter dont six sont des trés anciennes chansons eeaquavelles. Si son tour de chant comporte
six chansons,

a) combieny a-t-il de tours de chant différents ?

b) combieny a-t-il de tours de chant différents s’il veutmteat deux trés anciennes chansons et deux
nouvelles?

c) combien y a-t-il de tours de chant différents s'il veut mfea trois trés anciennes chansons mais
jamais deux consécutives ?

Avec les chiffres 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 et 9, on désire fordesrnombres de sept chiffres différents. Com-
bien de nombres différents peut-on former si ces nombregdbcontenir

a) au moins trois chiffres impairs, toujours voisins ?
b) trois chiffres impairs toujours séparés ?

Trois personnes s'assoient au comptoir d’'un restawanés neuf bancs sont libres. De combien de
facons différentes peuvent-elles prendre place de tell@iéraque chacune d’elles se retrouve sans
voisin immédiat ?

Combien de mots de quatre lettres peut-on former a pladifettres du mot ULTRASON si, lorsqu’on
choisit la lettre R, il faut prendre le bloc RAS ?

A partir d’un jeu ordinaire de cinquante-deux cartescompose une main de cing cartes. Combien
existe-t-il de maniéres différentes de composer

a) lescingcartes?

b) deux valets et trois rois ?

c) cingcoeurs?

d) exactementtrois piques sur les cing cartes ?
€) aumoinsunas?

f) des cartes de la méme couleur?

g) des dénominations différentes ?

h) quatre cartes d’'une méme dénomination ?

i) un triplet est une paire?

j) deux paires?

4 couleurs

<€
-
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8.11.1f Combinaisons composées ou Formule de Pascal

Si nous particularisons un objet donné dans un ensembiebiets distincts alors, en choisissambjets
dans cet ensemble ot nous avefisacons de le faire, il y aura des choix pour lesquels cet éi¢paticulier
aura été choisi et d’autres choix ou cet élément n'aura gashétisi.

Par exemple, considérons un groupe de 30 éléves. Dans geegiby a un éléve qui porte une magni-
fique casquette rouge avec un minuscule pompon vert. Si fegg@ur choisi 5 éléves, il peut le faire
manieres. De tous ces sous-groupes de 5 éléves qu'il peutfoif y en a un certain nombre ou on retrouvera
I'éléve a la casquette rouge et d’autres groupes de 5 élévest@léve n'y sera pas.

La formule de Pascal permet de comptabiliser les choixalgets dans un ensemble debjets, soiCC,
en deux étapes :
Etape 1: Calcul des choix deobjets en s’assurant qu’un élément particulier est autigpnainent choisi.
Etape 2 : Calcul des choix depbjets en s’assurant que cette élément particulier estrattguement exclu.

Considérons donc, parmi lesobjets distinctsyn objetparticulier.

— D’une part, incluons d’office cet objet qui fera partie debjets choisis, il s’agit ensuite de compléter
la sélection en choisissafit— 1) objets parmi lgn — 1) objets restants. Alors le calcul @~ donne
le nombre de choix deobjets parmn qui inclut cet objet particulier .

— D’une part, afin de s’assurer de ne pas choisir cet objatphet, excluons-le de 'ensemble de départ
et calculons alors le nombre de choixdebjets parmi les — 1 restants, soi€" 1. C"~* nous donne
le nombre de choix deobjetsqui exclut cet objet particulier.

d’ou la relation de Pascal :

cri+crl=cCn, 1<r<n-1

Montrons maintenant que les nombres du fameux triangle seaPsont obtenus en appliquant directement
la relation de Pascal.

Comme le montre la partie droite de la figure suivante, poterabchaque nombre duiangle de Pas-
cal, il suffit de porter les valeurs prises paen colonne et celles prises paen ligne. La valeur attribuée
a l'intersection de chaque ligne et de chaque colonneC8oiést obtenue en faisant la somme de la valeur
située immédiatement au dessOg; 2, et celle située immédiatement au-dessus et a gattife Ce calcul
correspond a I'application de farmule de Pascal

n=0|1 *
n=1||1 1 * %

n=2(12 1 R *

n=3||1 3 3 1 * % *  x

n=41||1 4 6 4 1 n—11+* ijll C{‘*l * *
n=5|1 510 10 5 1 nilx =* Choxox ok
n=6|1 6 15 20 15 6 1 * ok * ok x %
n=7|17 21 3535 21 7 1 * % Xk ok kK %
n=8||1 8 28 56 7056 28 8 1 * ok Xk K ok K K %
etc etc.

FIG. 7: Triangle de Pascal
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Ainsi donc, chaque nombre dudangle de Pascatorrespond a une combinaison :

c8

cict

C3 C2 3

Gcaa
cicicicic

oo fefefoye:

C§ Cf C8 C§ Cf <8 Cf
cicigccccd
cgctcichcicicccy

5 3 3 33353 3 35 3
I
00 N O O WN P O

[}
—
(]

FIG. 8: Combinaisons et triangle de Pascal

Voici une fagon avec MPLE de générer les lignes du triangle de Pascal. Remarquezidaiton des
deux macro-commandesq.

e ~

seq(1lprint (seq(numbcomp(k, j),j=1..k)),k=1..n);

. .

, 3, 1

, 6, 4, 1

10, 10, 5, 1

, 15, 20, 15, 6, 1

, 21, 35, 35, 21, 7, 1

, 28, b6, 70, 56, 28, 8, 1

9, 36, 84, 126, 126, 84, 36, 9, 1

10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1

11, 55, 165, 330, 462, 462, 330, 165, 55, 11, 1

12, 66, 220, 495, 792, 924, 792, 495, 220, 66, 12, 1

13, 78, 286, 715, 1287, 1716, 1716, 1287, 715, 286, 78, 13, 1
14, 91, 364, 1001, 2002, 3003, 3432, 3003, 2002, 1001, 364, 91, 14, 1

O ~NO O WN -

. .

/n—-n—-n—\n—\n—-n—-n—-n—\n—\n—\n—-n—-n—-n—\n—\

/
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8.11.2 Bindme de Newton
Obtenons la forme développée de quelques puissances sivesetu bindmeg+ b) avec des exposants
entiers non négatifs :

a+bl =1

a+b)! =a+b

a+b)? = a+ 2ab+b?

)3 = ad+ 3a%b+ 3ak? + bd

a+b)* = a*+4a% + 6a%b? 4 4ab’ 4 b*
)° = a°+ 5a*b 4 10a%b? + 10a%b® + 5ab’* + b°
)8 = ab 4 6a°h+ 15a%b? + 20a%h® + 15a%b* + 6ab® + b®
)

Nous observons que les coefficients des formes dévelopgsesuissances entieéres non négatives de
chaque binbme correspondent, pour chaque valeur de laapaiss, aux valeurs du triangle de Pascal.
D’autre part, nous remarquons la somme des exposangsedl® de chaque terme donne la puissance a
laguelle nous élevons le binéme.

Théoréme 6(Bindbme de Newton) Soit ab € R, deux nombres réels quelconques et saitlN, un
nombre entier non négatif. Alors,

(a+b)" = Cja"+Cla" b+Cha"2b? +...+CP_,ab" 1+ Chb"

n
— Cpan—r bl’ .
2

n
Preuve Soit Pf) : (a+b)" = Z)Cr“a”*rbr. A l'aide de I'axiome d'induction, montrons quer(est vrai,
r=

vne N.
Le calcul de(a+ b)" avecn = 0 nous donne
(a+bP’=1

D’autre part, le calcul développé de la formule donne
0
Z)Cr”a”*rbr =Ca% %% =1a%° =1
r=

Donc P(0) est vrai, ce qui vérifie la premiére condition dgibane d’induction.

Vérifions ensuite la seconde condition de I'axiome d'indtuttsoit I'hérédité : k) = P(k+ 1).
Supposons maintenant, par hypothése d’induction qkied3f vrai, c’est-a-dire que la formule de
Newton est vraie aven = k, c’est-a-dire que I'égalité suivante est vraie, quelquié sdel que
O<n<k

k
(a+h)k= XOCﬁ(a‘Hbr
r=



8.11 Exercices série 8.5 349

Alors
(a+b)*1 = (a+b)(a+b) loi des exposants
k
= (a+b) ZOCFak*rbr hypothése d’induction (R)
r=
K k
=ay Ca b +b %Cfak*rbr distributivité
r= r=

k-1
> i+t

r=

k
= ala+ > Cka "o | +b dévelop. partiel de la sommation
r=1

k k-1
=ad™+ay ¢l +b Zocl‘ak*rb’ +b1  oi des exposants
= =
K K1
=atty ZCfak*r*lbr + Z)Cfak*'b”“r b1 propriété de la sommation
r= r=|

k K
= a4 5 Cra T 4+ Y g T b réindexation
r=1 r=1

K
=atly Z (Cﬁ( - Cf,l) a4 pktl propriétés des sommations
=
K
= a4y ot T b formule de Pascal
=]
1
= Z)Cl‘“ak“*’br ajout du premier et dernier terme
r=
— P(k+1)

Ce qui montre que la seconde condition de I'axiome d’indurcést vérifiée : si la formule du bi-
néme est valable avat= k,(0 < n < k) elle I'est nécessairement avee= k+ 1, c’est-a-dire que
P(k) = P(k+1).

Nous avons montré que les deux conditions de I'axiome ditidn mathématique sont satisfaites,
nous pouvons donc conclure quePégst vrai pour tout entien > 0, c’est-a-dire

n
(a+b)"= zocr”a”*rbr, Vne N
r=
Exemple 8.38

Développez 2x— 3)° & l'aide de la formule du bindme de Newton ?
n
Solution proposée Appliquons la formule de Newtoz)cr”a”*rbr avecn =5 ol le r6le dea sera joué par
r=

2x et celui deb par —3. Ainsi

(2x—-3)° = ric?@x)“(—a)f
= C3(20°%(=3)°+CP (20> H(=3) +C3(20)° 2(=3)? + C§ (2> >(=3)° +CF (2)°*(—3)" +C2(2%)° (=
= (2¢)°+5(2%)4(—3) +10(2x)3(—3)2+ 10(2x)?(—3)3+ 5(2%)(—3)* + (—3)°
= 32x° — 240x* + 720x3 — 1080x> 4 810x — 243
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Exemple 8.39

Soit le binome(x— £)°,
() Trouvez le 6terme de la forme développée de ce bindbme.
(b) Trouvez le terme erde la forme développée de ce bindme.

Solution proposée (a) Le Gterme est obtenu avec=5 dans la formule du bindbme.

CHO5(—x1)® = 126¢4(—x1)°
126
X

(b) Pourtrouver le terme erde la forme développée de ce bindme, il faut trounafin queCx® " (—x~1)" =
(—1)'Cx. Alors, il faut nécessairement que

XT(x N = x
= X7 =x
— 9-2r=1
= r=14

Le terme erx cherché est dong-1)4CIx = 126x.

Exemple 8.40

A l'aide de la formule du binbme, montrez 'identité
Co+Cr+C+C3+...+CH=2"
n
Solution proposée Puisque 2 = (1+ 1)", appliquons la formule du bin()mZJCPa”*rb’ ou le réle dea
r=
sera joué par 1 et celui depar 1 également. Ainsi
2" = (1+1)"
s 5
— Cr 1n—r1r
2
e A R o L B o B RN o1 R RIS R ok W

=G +Cl+Cl+Co+...+Cf
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Exemple 8.41

Rappelons que chez HARVEYS, le client choisit lui-méme tegédients qu'il désire mettre dans son
hamberger. En considérant seulement les ingrédientsdsiva

moutarde, relish, oignon, tomate, laitue, cornichon etgpibfort

combien de hambergers différents le restaurant peutrit 8ff

Solution proposée Le client peut trés bien commander un hamberger natureasans de ces ingrédients
comme il peut en commander avec 1, 2, 3, 4, 5, 6 ou 7 parmi legr&dients de la liste précédente. Alors,
le nombre d’hambergers différents que le restaurant pénit et

Ci+Cl+Cl+CL+...+Cl = 2" = 128 hambergers différents

cg (@2 Exercices suggérés : 1410 ala page 352
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Exercices série 8.6

1. Développer et simplifier en utilisant la formule du binddeeNewton
1\ 6
a) (x+y)’ c) (1+ ;)

b) (2x2—3)® N (X2+2ix)6

2. Trouver seulement le terme indiqué de chacun des dévertogpt suivant.

a) Le Fterme dga—2b)’.
b) Le terme du milieu déx? + 3)'2.

1 7
c) Leterme contenamdans<x3— 5() .

a b\l
d) Le terme indépendant @eet deb dans(— — 5)

b
3. Sachant que les coefficients dued du 16 terme du développement da— b)" sont égaux, trouver le
3% terme.
4. Avaide de la formule du binéme de Newton, évaluer
a) 108 b) 98

5. Montrer I'identité suivante a I'aide de la formule du biné de Newton
Cp—-Cl1+C—C5+...£C =0
6. Faire une preuve directe de I'identité de Pascal
crliert=cp

7. Combien de sommes (montant d’argent) différentes petirer d’'un sac qui contient une piece de 23,
une de 1$, une de 50¢, une de 25¢, une de 10¢, une de 5¢ et ung de 1¢

8. A la pizzeria Chez Tony, le restaurant offre aux clientpdasibilité de commander une pizza avec le
choix suivant de garnitures : pepperoni, champignon, paivert, piment fort, oignon, anchois, capicolli,
bacon et olive noire. Il est bien sOr possible de commandepirza sans aucune de ces garnitures (pizza
de base avec seulement la sauce aux tomates). Avec ce chgarmitures, combien de déclinaisons
différentes de pizzas Tony peut-il faire ?

9. Résoudre pourles équations suivantes.
a) G l+ct=ch,.
b) 3(CJ+C]+Cl+Ch+...+C]) =21 (CptColy.

10. Démontrer 'identit€" 2 = C' +2C7, ; +C' .
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8.12.1f Combinaisons avec répétitions

Une combinaison avec répétitionsdebjets pris dans un ensemblemlebjets distincts est une disposi-
tion non ordonnée de ceobjets ou, si un objet de I'ensemble donné est choisi, nousqts le choisir plus
d'une fois. En conséquence, lorsqu'il s’agit d’'une comisioa avec répétitions, le nombred’objets peut
étre supérieur au nombre d’objets contenu dans I'ensemldeestion.

Considérons I'ensemble suivant de quatre objets dist{iA¢tB, C, D}.
[ABC|,[AAD |
sont deux exemples de combinaisons avec répétitions de&aqijs dans I'ensemble {A, B, C, D}.

De méme
[AAACCD|

est un exemple d’'une combinaison avec répétitions de 6ot dans ce méme ensemble {A, B, C, D}.

Nous allons maintenant déterminer une formule permettamté&hombrer de telles combinaisons. Sans
perte de généralité, considérons les combinaisons avétitiéps de 6 objets pris dans I'ensemble de 4 objets
distincts {A, B, C, D}. Pour plus de clarté, nous omettrorsdeochets sup(f et inf(]).

Soit la séquence blanche suivante de 6 objets

a étre remplie avec des objets choisis de I'ensemble domagaDche a droite, insérons dans la séquence
blanche le caractére <#> pour signifier, dans 'ordre, le Ii@ndle répétitions de chacun des objets A, B, C
et D dans la combinaison avec répétitions. Par exemple

— — # — — — — représente la combinaisbAABBBB |
Si la séquence débute avec le séparateur «#», cela sigmjfierbobjet A n’est pas choisie. D'autre part,

I'utilisation ailleurs de deux séparateurs ou plus sigrafigue deux objets ou plus n’ont pas été, dans I'ordre
choisies.

Donnons-nous quelques exemples pour bien comprendred&agtie nous sommes en train de mettre en
place.

#—# — — — — — représente BCCCCC
#HH— — — — — — représente CCCCCCC
— — — — # — — représente AAAABB
— # — — # — — # — représente ABBCCD
#etH#t — — — — — — — représente DDDDDD

Puisque I'ensemble {A, B, C, D} possédbjets (distincts), nous avons besoin au plu8 déparateurs
pour représenter n’importe quelle combinaison avec répési de 6 objets. Méme si nous avions traité au
début de combinaisons avec répétitions de trois ou de virjgtode I'ensemble {A, B, C, D}, il nous aurait
fallu aussi trois séparateurs pour représenter toutesteimbinaisons avec répétitions. En fait, le nombre
de séparateurs requis est toujours égale au nombre d'digi&ensemble moins 1, sait— 1.

Aprés tous ces efforts déployés, nous sommes maintenantsurende dénombrer le nombre de combi-
naisons avec répétitions de 6 objets de I'ensemble {A, B, ClIBst maintenant compréhensible que toutes
permutations discernables de la séquence
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correspond a une combinaison avec répétitions de 6 objstsiams I'ensemble {A, B, C, D}. Nous avons
deux catégories d'objets «#» et «—» comportant respecéne et 6 objets. Le nombre de permutations
discernables est alors donné par
9!
316!

Nous pouvons donc conclure qu’il y a 84 combinaisons aveétitégms de 6 objets pris dans I'ensemble
{A, B, C, D}.

84

Obtenons avec MPLE ces 84 combinaisons avec répétitions. L'expressiowr M A$6 est équivalent a
6 fois

—_——N—
A A A A A A Lopérateur MapLE $ (de répétition) est utilisé par concision d’écriture.

/> Li=choose ([A$6,B86,C86,D861 ,6) \
for i from 1 by 6 to nops(L) do
lprint(seq(cat (op(op(k,L))) ,k=i..i+5));
od;
AAAAAA, AAAAAB, AAAAAC, AAAAAD, AAAABB, AAAABC
AAAABD, AAAACC, AAAACD, AAAADD, AAABBB, AAABBC
AAABBD, AAABCC, AAABCD, AAABDD, AAACCC, AAACCD
AAACDD, AAADDD, AABBBB, AABBBC, AABBBD, AABBCC
AABBCD, AABBDD, AABCCC, AABCCD, AABCDD, AABDDD
AACCCC, AACCCD, AACCDD, AACDDD, AADDDD, ABBBBB
ABBBBC, ABBBBD, ABBBCC, ABBBCD, ABBBDD, ABBCCC
ABBCCD, ABBCDD, ABBDDD, ABCCCC, ABCCCD, ABCCDD
ABCDDD, ABDDDD, ACCCCC, ACCCCD, ACCCDD, ACCDDD
ACDDDD, ADDDDD, BBBBBB, BBBBBC, BBBBBD, BBBBCC
BBBBCD, BBBBDD, BBBCCC, BBBCCD, BBBCDD, BBBDDD
BBCCCC, BBCCCD, BBCCDD, BBCDDD, BBDDDD, BCCCCC
BCCCCD, BCCCDD, BCCDDD, BCDDDD, BDDDDD, CCCCCC
\\S?CCCD, cccebb, ccceppb, CCbbDD, CDDDDD, DDDDDD ///

> nops(L);
84

Nous pouvons déduire une formule générale donnant le nodédo®mbinaisons avec répétitions e
objets pris dans un ensemble comportanbjets distincts. Notons p&" le nombre de ces combinaisons.
Puisqu’il nous faut(n — 1) séparateurs, nous avons donc deux catégories d'objetsgdes comportant
respectivementn — 1) etr objets. Nous avons donc au tofal— 1) +r objets & permuter. Le nombre de
permutations discernables de ¢as-r — 1) objets est alors donné par le calcul suivant

n
Kr = F’nJrr—l;nfl,r

_ (n4r-1)!
~ (n=1)!r!

CT*Til

Le théoréme suivant résume la stratégie de calcul pourrdiéter le nombre de combinaisons avec répé-
titions der éléments pris dans un ensemblenddéments distincts.
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Théoreme 7(Combinaisons avec répétitiond)e nombre de combinaisons avec répétitions de r obj :ts
pris dans un ensemble de n objets distincts, nof&ekt donné par

Kh=cM™1 r>0

Exemple 8.42

Combien y a-t-il de fagons de répartir 3 billes identiquessd@ casiers discernables ?

Solution proposée Numérotons les casiers comme suity; C,, Cz, C4, Cs, Cg. Alors, une facon de répartir
les 3 billes correspond a une combinaison avec répétitien3 dbjets parmi les objets de I'ensemble
{C1,C2,C3,C4,C5,Cs}. Par exemple, la combinaisde;CsCs|, correspond a déposer une bille dans le
casier 1 et 2 billes dans le casier 5. Calculons alors le nexsidcombinaisons avec répétitions de 3 objets
pris dans un ensemble en contenant 6 distincts.

Kg _ Cg+371
-
= 56

Il'y a donc 56 facons de répartir 3 billes dans les six casiers.

Exemple 8.43

Les dominos sont un jeu de société d'origine chinoise. Les
dominos sont des pieces rectangulaires sur lesquellesefigur
sur une de leurs faces, deux ensembles de points séparés p
un trait. le nombre de points est un nombre parmi ceux de
lensemble {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, mais on trouve des va-
riantes allant de 0 & 9, de 0 & 12, de O & 15 et de O a
18.

a) Dans la variante du jeu 0 a 6, combien y a-t-il de domindg-dif FiG. 9: Dominos
rents ?

b) Dans lavariante du jeu 0 a 9, combieny a-t-il de dominodue?

Solution proposée
a) Les piéces sont fabriquées en disposant cote a cote demerdts de I'ensemble {0, 1, 2, 3, 4, 5,
6}. Si nous retournons un domino, nous changeons 'ordraldag éléments, mais le domino reste

identique. Alors, le nombre de dominos correspond au noei@mbinaisons avec répétitions de
2 objets choisis dans un ensemble de 7 objets distincts.

K27 _ CZ+271
=C8
= 28

Il'y a donc 28 piéces différentes a la variante 0 a 6 du jeu darmsn
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b) Aveclavariante0a9,ilya
K028 =C}!-28
= 55-28

= 27 pieces de plus

eg (B2 Exercices suggérés : 1410 ala page 361

Partitions

Partitionner un ensemble, c’est répartir tous ses éléngnts certain nombre de sous-ensembles dis-
joints deux a deux de telle sorte que la réunion de tous cesameembles recompose I'ensemble lui-méme.

Par exemple, soit E ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Les trois sous-ensemsblivants A ={1, 2}, B={3,4}etC =
{5, 6} forment une partition de E. Aussi, les sous-ensemblefd} et G={2, 3, 4, 5, 6,} forment également
une partition de 'ensemble E.

Définition 7 (Partition) Soit un ensemble E quelconque non-ville= {A1,Az, As,...,Aq} est une
partition de E si et seulement si nous avons les conditiowsstes :

i) Vie{l1,2,...,n},A #0 (Chaque élément de la partition rest non vide)
i) Vi,je{1,2,...,n},(i# j = ANA; =0) (Les éléments dont disjoints deux a deux)
n

iii) U A = E (Laréunion des éléments recompose I'ensemble E)
i=1

8.13.1| Partitions ordonnées

Définition 8 (Partition ordonnée)On appelle partition ordonnée d’un ensemble d’objets dits toute
partition dans laguelle on tient compte de I'ordre des seasembles formant la partition.

Exemple 8.44
Il'y a un ensemble de neuf différents jouets a partager em@rejenfants. On décide de le faire comme

suit : le plus jeune en recevra trois et les autres, chacux deu

Il s’agit d’'une partition ordonnée. En effet, considérques, exemple, la partition suivante de 'ensemble
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des jouetdd,J,J3,...,Jo}

A1 = {J2,34,38}

) A= {Jl,Je}

P={A 7A s M3
1A, A2, A, Aaf o0 Az = {J1s,Js}
Ay = {37,390}

C’est une partition qui permet de donner au plus jeune 3 goetediux autres chacun deux. Il y a, bien sir,
beaucoup d’autres partitions possibles. Nous les dénamhno peu plus loin. Or, avec cette seule partition,
il y a 3! facons de voir les trois plus jeunes recevoir chacemmxdouets. Pour partager les jouets, il nous faut
donc tenir compte de I'ordre des sous-ensembless et Ay.

Répondons maintenant a la question suivante. Combienilydetpartitions ordonnées a I'exemple pré-
cédent? La formation d’une telle partition ordonnée esplment réalisée en quatre opérations :

I. choisir 3 jouets parmiles 9 pour le plus jeur@:

Il. choisir 2 jouets parmi les 6 qui restent pour un des awgréants Cg
lll. choisir 2 jouets parmi les 4 qui restent pour un des deuxes enfantsC3
IV. choisir 2 jouets parmi les 2 qui restent pour le dernidean: C%

Il'y adonc

o g 4 2
o CEx G = g ¥ g “ 72 “ o121 ~ 328 — 200

partitions ordonnées. Il y a donc 7560 maniéres de partagerduf jouets entre les quatre enfants ou le plus
jeune en recevra trois et les autres chacun deux.

Généralisons ce calcul.

Considérons un ensemble d@bjets distincts. Nous voulons dénombrer le nombre detjwensi ordon-
nées erk sous-ensembleA;, Ay, As, ... Ay, | ayant respectivememt, ny, N3, ..., N objets oun; + np +
n3+...+Ng=n.

La formation d’une partition ordonnée #eous-ensembles est réaliséeapérations :
1. choisirm objets parmi les pour le sous-ensemble devant en contenirCl

2. choisirn, objets parmi les — ny qui restent pour le sous-ensemble devant en con’o@n'@r{;”l
i : : : ~N—N1—n.
3. choisirnz objets parmi lesi— ny — ny qui restent pour le sous-ensemble devant en cormeni€,, ' 2

k-1. choisirng_1 objets parmilesi—n; —n, — ... — ng_» qui restent pour le sous-ensemble devant en contenir
N1 nkirlrnz—...—nk,z
k. choisirng objets parmilesi—n; —ny —... —ng_» — Nk_1 = ng pour le sous-ensemble devant en contenir
Nk : CRL(
Il'y adonc
n! (n—ng)T (n=pn—TR)"

X ...

n n—m N—n—nz Nk _
Cny X Cn, ™ X Cnyg X...xCpl =

. X X
nﬂ/(ﬁ;ﬁﬂr np! (n—= 2): nz! (n— 57— N3)!

(n—m—np—"T )l 0
x e 1! D O

n!
Nyt na! ng! oo q! ng!

partitions ordonnées. Voila qui compléte la preuve du téar suivant.
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Théoreme 8(Partitions ordonnées)soit n, le nombre d’objets distincts d’'un ensemble E. Le mem))
de partitions ordonnées tel que I'on ait

i1 sous-ensembles a nbjets
i2 sous-ensembles & nbjets
i3 sous-ensembles & nbjets

ip sous-ensembles g wbjets
est donné par

n!
nylis npliz nglis .. nplle

0L‘1i1><n1+i2><n2+i3xn3+...+ipxnp:n

Exemple 8.45

A I'occasion d’une classe de neige, 12 éléves doivent émtager en deux groupes de 6 éléves. L'un des
groupes fera du ski de fond et I'autre fera une randonnéeqieties. De combien de maniéres peut-on faire

ce partage ?
Solution proposée Il s’agit de dénombrer le nombre de partitions ordonnéekXgersonnes en deux sous-
ensembles de 6 puisque chaque sous-ensemble est assignaaivité distincte. Cela peut étre réalisée

de 1o
oz 924 manieres

Exemple 8.46

A leur premiére réunion en début de la rentrée scolaire,ige membres de I'exécutif de I'association
étudiante du cégep de Maisonneuve (SOGEECOM) se répattigsatre dossiers prioritaires de la prochaine
année scolaire :

— 4 d’entre eux travailleront sur le dossier du gel des fraisablarité et des préts et bourses;

— 3 d’entre eux auront la responsabilité du journal étudiargit-d’'union);

— 2d’entre eux travailleront a la gestion des événementisrels (partys, soirées thématiques, spectacles,

soirées-cinéma, etc.)

— et 2 autres travailleront a la défense des droits indivgl{seolaire, pédagogique, discriminatoire, etc).

De combien de maniéres I'exécutif a-t-il de maniéres de partié ?

Solution proposée Il s’agit de dénombrer le nombre de partitions ordonnéekldebjets (les 11 membres
de I'exécutif) comprenant des sous-ensembles de 4, 3, 2lgesoC est parce chaque sous-ensemble de
la partition est assigné a un dossier distinct qu’il s’agine partition ordonnée. L'exécutif a donc

11!

31082 69300 maniéres de se répartir.



8.13 Partitions 359

8.13.2| Partitions non ordonnées

Définition 9 (Partition non ordonnée)On appelle partition non ordonnée d’'un ensemble d’objets
distincts toute partition dans laquelle on ne tient pas ctagje I'ordre des sous-ensembles formant ja
partition.

Reprenons I'exemple de la page 356 ou il a été question dagear jouets entre quatre enfants. Mais
ici, nous allons considérer seulement le tri de ces jouetgiaire piles sans assigner les jouets a des enfants.

Exemple 8.47

Soit un ensemble de 9 jouets ou il est demandé de les trierepilende 3 jouets et en trois piles de 2
jouets chacun.

Il s’agit d’'une partition non ordonnée. En effet, considé&rgar exemple, la partition suivante

AL = {J2,04, 38}

) A= {Jl,Je}

P={A 7A s M3
11,2, A Aaf o0 Az = {J1s,J5}
Ay = {37,390}

Cette partition donne une maniére de trier les jouets en daalp 3 jouets et trois piles de 2 jouets
chacun mais, cette fois, nous n’avons pas a tenir compteattgsipations des "tadl,, Az et A4 puisque nous

n'avons pas a "personnaliser" ces sous-ensembles.

Pour dénombrer le nombre de maniéeres de trier ces 9 jouetpi@s4el que demandé, il suffit de diviser
le nombre de partitions ordonnées déja calculées (voir B&ggpar le nombre de permutations de chaque
catégorie de piles. C'est tout comme dans le cas d’un calanagrammes : les sous-ensembles ayant un
méme nombre d’éléments seront traités comme des objess@rdables entre eux :

— 1 sous-ensemble de 3 jouets (objet d’'un premier groupe)
— 3 sous-ensembles de 2 jouets (objets d’un second groupe)

o 9! 9 7560

13l 32120211131 32813 6 o0

Iy adonc 1260 maniéres de trier les neuf jouets en une pikjdeets et trois de 2 jouets chacun.

Généralisons le dénombrement du nombre de partitions mmnoées.
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Théoreme 9 (Partitions non ordonnéesgoit n, le nombre d’objets distincts d’'un ensemble E. |.e

nombre de partitions non ordonnées tel que 'on ait
i1 sous-ensembles a nbjets (premier groupe de sous-ensembles indiscernables)

i> sous-ensembles & pbjets (deuxieme groupe de sous-ensembles indiscerpables
i3 sous-ensembles & nbjets (troisieme groupe de sous-ensembles indiscersigble

ip sous-ensembles & wbjets (p-ieme groupe de sous-ensembles indiscernables)
est donné par

n! .. . . :
: - - —— — OUIlp XNg+l2XNp+I3XN3+...+IpXNp=n
Nl npliz nglis . nplieiglinlisl... ip! PP

Exemple 8.48

Lors d’'une journée sportive dans une école secondaire,afagseur doit diviser un groupe de 12 éléves
en deux équipes de 6 afin de jouer un match de volley-ball. Deb@n de manieres peut-il faire ce partage

si les deux équipes jouent ensembles ?
Solution proposée Il s’agit de faire une partition de 12 éléves en 2 sous-eb$esrde 6 ou I'ordre des sous-
ensembles importe pas : les deux équipes vont jouer ensebgbprofesseur pourra réaliser le partage

en
12!

6231 = 642 manieres

Exemple 8.49

On répartie au hasard 10 enveloppes en 3 paquets. De conigahs peut-on le faire si I'un des
paquets doit contenir 4 lettres et les deux autres 3 ?
Solution proposée Il s'agit de dénombrerle nombre de partitions non ordosmé&en ensemble de 10 objets
en un sous-ensemble de 4 objets et deux sous-ensembled gagdldnc

10!

23221 2100 fagons de le faire.

eg’\ @~ Exercices suggérés : 126 alapage 361
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Exercices série 8.7

1. Avant la sieste de I'aprés-midi dans une maternelle, tréanés doivent collaborer au rangement des

jouets dans les grandes boites prévues a cet effet. Evidetnre¢te activité pour les enfants est seule-

ment une activité de motricité et les jouets sont donc dépaséasard dans les boites. Il y a six grandes
boites placées le long d’'un mur. Tous les jouets sont diftéret on en compte une vingtaine. De com-

bien de maniéres différents les enfants peuvent-ils défes@uets dans les boites

a) sion ne tient compte seulement que du nombre de jouets/qutans chaque boite ?
b) sion tient compte a la fois du nombre de jouets dans chagjte &insi que du type de jouet ?

2. Dans sa classe de troisieme, I'enseignant fait tirer psgem22 éleves quatre bons d’achat de 10$ chacun
a l'occasion de Noél. Aprés chaque tirage d'un nom, le nom agngnt est remis dans la boite au
tirage. L'enseignant remettra plus tard a la directiondgeldes gagnants. Combien de listes différentes
pourraient étre remises a la direction ?

3. Il faut répartir douze lettres en quatre paquets : 'unmhEguets doit avoir six lettres et les trois autres
deux. Dans ces conditions, combien y a-t-il de répartitmossibles ?

4. De combien de fagons douze enveloppes réparties en aqisefs de cing, quatre et trois enveloppes
peuvent-elles étre distribuées dans trois maisons ?

5. Six nouveaux éléves doivent étre répartis dans troisetasombien y a-t-il de maniéres de le faire
a) sichaque classe doit en recevoir deux ?
b) s'il n'y a aucune restriction ?

6. Ondistribue les cinquante-deux cartes d’un jeu au qy@teurs. Chacun recoit treize cartes. Quel est le
nombre de distributions possibles ?



